GEZEGENLERIN HAREKETI (I)
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Yukaridaki basglik, yazimin bir fizik ya da
astronomi dergisinde yayimlanmasi gerektigini
diigindiirebilir. Yazinin temel eksenini olusturan
Kepler kanunlar: ile Newton’in kiitle ¢ekim ka-
nunu kendi baglarina astronomi ve fizigin konu-
laridir da. Bu yazida inceleyecegimiz bu iki kanun
sistemi arasindaki iligkiler ise tamamen matema-
tik metotlariyla olacak. Bu da matematigin diger
bilimler igin ne kadar vazgegilmez oldugunu bir
daha gozler 6niine serecek.

A. Tarih

Tarih oOncesi zamanlardan beri insanlar
glinegin, aym ve gokte sabit olmayan yildiz-
lar gibi goriinen gezegenlerin hareketlerini in-
celediler. Mezopotamya ve Misir uygarliklarinin
yaptigr ayrintili gozlemler eski Yunan ve Roma
caglarinda gelistirildi ve gezegenlerin hareketini
tarif eden teoriler ortaya atildi. Ik teorilerde
hep diinya merkezdeydi; glines, ay ve gezegenler
onun etrafinda bir yoriingede donerlerdi, c¢iinkii
insanin evrenin merkezinde olmasi gerrektigine
inaniliyordu. En miikemmel egri o caglarda
bir ¢ember olarak diigliniiliiyordu, halbuki geze-
genlerin yoriingelerinin diinyadan bakildiginda
gember olmadig1 apagikti. O zaman giineg siste-
mindeki cisimlerin diinyanin ¢evresinde merkez-
leri sabit cemberler tizerinde dolanan daha kiigiik
gemberlerden (dis ¢cemberler) olugsan yoriingeler-
de dondiikleri varsayildi. Bu teori iskenderiye—
li Batlamyus (Claudius Ptolemy) (100(?)-168)
tarafindan ay tutulmalarmi bir-iki saat farkla
tahmin edebilecek derecede gelistirildi. Halbuki
yiizyillar 6nce eski Yunanli Aristarhus (IO 310-
230) diinyanin ve gezegenlerin giinesin, aym da
diinyanin gevresinde doéndiigini, yildizlarin go-
riinen hareketinin diinyanin kendi ekseni etra-
finda doénmesi nedeniyle oldugunu soéylemisti.
Ancak bu gorigler yanhg temellere dayanan
Aristo fizigiyle celigtiginden ragbet gOérmemisti.
Aristarhus, diinya-giines uzakliginin diinya-ay
uzakligina oranini da ilk hesaplayan kisiydi. Buna
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ragmen diinyanin evrenin merkezi oldugu inanci
15. yiizyila kadar yaygin olarak devam etti.

Polonyali Kopernik’e (Nicholas Coper-
nicus) (1473-1543) gelinceye dek, gilinesg, ay
ve o zamanlar bilinen beg gezegenin hareket-
lerini o zamanlar elde edilebilen hassaslikla
tarif etmek igin gereken cember sayisi 77’ye
yiikselmisti. Kopernik, diinya merkezli sis-
temin dogrulugu konusunda siipheye diigiip giines
merkezli bir sistem ve gene dig g¢emberlerden
olusan yoriingeler tasarladi; bu sefer 34 gember
yetmigti. Bu sadelegtirme onu giinegin sistemin
merkezi olduguna iyice inandirdi. Ustelik glinege
diinyadan daha yakin olan gezegenlerle daha uzak
olan gezegenleri farkli olarak goérmek gerekmi-
yordu. Kopernik de Batlamyus gibi gezegen-
lerin hizini sabit olarak gérmek istediginden, son-
radan giinegin tam merkezde degil de yakininda
oldugunu soyledi.

Simdiye kadarki bir¢ok teorinin temel yan-
lis1, gozlenen hareketlere uyan teoriler geligtir-
mek yerine, bu hareketleri insanlarin inanclari-
na ve digiincelerine uydurma cabasiydi. Ayrica
gezegenlerin neden bilinen gekilde hareket ettik-
leri konusunda mistik veya dini bir takim iddi-
alardan bagka agiklama getirilememigti.

Kopernik’in teorisini 6grenenlerden biri de
Alman Johannes Kepler’di (1571-1630). Onun
devrinde bilinen gezegen sayisi altiya cikmigti.
Kepler onceleri eski Yunan’dan beri bilinen beg
miitkemmel cismin (dortytizli, kiip, sekizytizli,
onikiyiizlii, yirmiytzli) aralarina yerlegtirilmisg
alt1 kiire ile glineg sistemini acgiklamaya caligti.
Giines merkezdeydi ve kiirelerin yarigaplar1 geze-
genlerin giinege olan uzakliklariydi.  Ashinda
dokuz gezegen oldugunu bilseydi ne yapardi
acaba? Ciinkii miikemmel cisimler tam bes tane.
Tahmin edilebilecegi gibi bu teorinin hatalari
o zamanlarin gozlemlerindeki hatalardan daha
biiyiik ¢ikti.

Danimarkali Tycho Brahe (1546-1601),
eski caglardan beri kullanilan verilerin yanlsglarla



dolu oldugunu ve daha hassas gozlemler ya-
pilmadan gezegenlerin hareketi hakkinda kesin
bir yargiya varilamayacagini farkeden ilk kigiydi.
Bunun {izerine Brahe onyillar boyunca gok cisim-
lerini gozledi ve yilin degisik zamanlarinda geze-
genlerin gokteki yerini gosteren verileri kay-
detti. Kepler de onun verileri olmadan geze-
genlerin hareketini agiklayamayacagimi anlayinca
onun asistani oldu ve Brahe'nin éliimiinden sonra
verileri onun diger asistanindan kagirdi [2].

Bu verileri yillarca inceleyen Kepler, ilk
olarak gezegenlerin hareketinin inigli ¢ikigh ol-
mayip birer diizlemde meydana geldigini fark
etti. Sonra gezegenlerin sabit hizlarla hareket
ettikleri yanilgisini tamamen terketti. Yorin-
gelerin ¢ember olmadigini da artik goriiyordu.
Ayrintilar1 yanhis olsa da, giinesten yayilan bir
kuvvetin buna yakalanan “tembel” gezegenleri
yoriingelerinde hareket ettirdigi ve bu kuvvetin
uzaklikla azaldig diigiincesine ulagt1 yavag yavas.
Bu ana fikirlerin 15181 altinda uzun ve birbirini
gotiiren yanhgliklarla dolu hesaplarin sonucunda
Kepler kanunlar: diye bilinen {i¢ genel ilkeden
agagidaki ikisini elde etti ve bunlar1 1609°da Yeni
Astronomi adl kitabinda duyurdu.

(K1) Gezegenler giinegi igeren bir diizlemde
hareket ederler ve yoriingeleri bir odaginda
glinegin bulundugu birer elipstir.

(K2) Giinegten bir gezegene ¢izilen dogru parcasi,
esit siirede egit alan stipiiriir.

Kepler aslinda kiitle ¢cekimi kavramina ¢ok
yaklagmigti. Bahsettigi kuvvet sayesinde, bagka
bir kuvvet olmasa, diinya ile ayin birer miknatis
gibi birbirlerini ¢ekecegini soyliiyordu kitabinda.
Ustelik bu kuvvet 151k gibi uzaklara yayiliyor ve
bunun etkisine kapilan cisimleri hareket ettiriyor-
du. Kuvvet alan1 ima eden bu fikirler, Newton’in
kiitle cekimi icin evrende her yeri kaplayan esir
adli maddeyi gerekli gormesinden ¢ok daha mo-
derndi [2].

Kepler 1618 yilinda yayimlanan Dinyanin
Uyumu adlh  kitabinda, miikemmellik arama
tutkusuna geri dondii ve gezegenlerin hareket-
leri ile miizik ve notalar arasinda iliski kurmaya
galigti. Gene de bu eserde uzun denemelerden
sonra buldugu 6nemli bir bilimsel sonug¢ vardi;
iiciincii Kepler kanunu:

(K3) Bir gezegenin yoriingesinin asal eksen yari
uzunlugunun kiipiiniin, gezegenin yoriinge-
sinde bir tam dontis yapma stiresinin kare-
sine orani biitiin gezegenler i¢in aynidir.
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Italyan Galileo Galilei (1564-1642), hare-
ket kanunlar: icin mistik veya estetik inanglar di-
sinda fiziksel nedenler aradi ve modern bilim tize-
rinde derin etkiler yapti. Uzaklik, zaman, hiz,
ivme, kuvvet, kiitle gibi kavramlara agiklik ge-
tirdi. Teleskopu gok cisimlerine bakmak i¢in kul-
lanan ilk kigi oldu. Fakat ilgingtir, belki de dini
otoritelerden cekindigi igin, 1632’de hala gezegen
yoriingelerini dig gemberler olarak goren bir kitap
yayimhyordu [2]. Gezegenlerin hareketi ile ilgili
modern gortiglerin genel kabul goérmesi uzun za-
man aldi. 18. yiizyilin ortalarinda bile Avrupa’da
diinya merkezli sisteme gore ayimn ve gezegenlerin
hareketini anlatan kitaplar yaziliyordu.

Ingiliz Isaac Newton (1642-1727), Cam-
bridge Universitesi'ndeki 6grenciligi sirasmda Ga-
lileo ve Kepler’in eserleriyle tamsgti. 1664-1665
yillarindaki biiyiik veba salgininda tiniversite ka-
paninca ailesinin koyiinde tek bagina zamaninin
onemli bilimsel problemleri iizerinde caligti ve
bilim tarihinin en 6nemli sonuglarindan birkacgina
ulagti. Newton 6nce Kepler kanunlarinin gecerli
olmasi halinde giinesle gezegen arasinda bir ¢cekim
kuvveti olmasi gerektigini gosterdi. Sonra bu cins
bir kuvvetin varligi halinde Kepler kanunlarinin
tarif ettigi bicimde gezegen hareketi olacagini
gosterdi. Daha sonralar1 merkezkag kuvvetinden
formiiliiyle Kepler kanunlarindan ¢ikan sonuglar:
birlegtirerek, kitle ¢cekim kanunu’nun matematik-
sel ifadesini verebildi:

(G) Kitlesi olan iki cisim birbirlerini, her
birinin kiitlesiyle dogru orantili ve arala-
rindaki uzakligin karesiyle ters orantili bir
kuvvetle cekerler.

Bu kanunu, tiirevsel ve integral hesabi1 da igeren
diger buluslariyla birlikte, 1687 yilinda Doga
Felsefesinin Matematiksel Ilkeleri adl bilim tari-
hinin en 6nemli eserinde yayimladi.

Newton’'in teorilerinin biiyiik bagarilarin-
dan biri 1846’da Neptiin gezegeninin kesfi oldu.
Uraniis’iin hareketindeki bazi diizensizlikleri in-
celeyen Ingiliz John Adams ve Fransiz Urbain le
Verrier, birbirlerinden bagimsiz olarak daha uzak-
ta onu ¢eken bagka bir gezegen olmas: gerektigi
sonucuna vardilar. Berlin rasathanesinin telesko-
punu Le Verrier’'nin hesaplarinin igaret ettigi yone
geviren Alman Johann Galle, o zamana kadar bi-
linmeyen Neptiin’ii birkag¢ saatlik bir aramadan
sonra gordii.

Daha sonralari, Merkiir’iin yoriingesinde-
ki kiiciik sapmalarin Newton teorisiyle tamamen
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agiklanamayacagl anlagildi.  Aciklama icin iki
buguk yiizyil sonra 20. yilizyihn baglarinda Albert
Einstein'in (1879-1955) ortaya attigi gdrecelilik
teorisi beklenecekti. Ancak Newton teorisinin
gozlemlenenden belirgin farklar géstermesi, giineg
gibi ¢ok biiytik bir kiitleye Merkiir kadar
yakin gezegenlerde soz konusu. Bu tip etkiler
diinya tizerindeki bizlerin hayatini veya giindelik
miihendislik hesaplarini degistirmiyor. Ote yan-
dan kiitle ¢ekimi kavrami o derece temel bir
kavram ki, gorecelilik kurami onu yanlhglamiyor,
sadece genelliyor.

Osmanlilar’in yeni astronomi ile tanigmala-
11 ¢ok siirmedi. 1660’1arda eski ve yeni astronomi
teorilerinden bahseden, fakat gezegenlerin hareke-
tini gene de diinya merkezli sisteme dayandiran
bir kitap Fransizca’dan gevrildi [1]. Bu geviride
merkezin diinya veya gilines olmasindan teknik
bir ayrint1 gibi bahsedildi.  Cevirilen kitap-
lar takvim yapilmasinda yararli olan, aymn ve
gezegenlerin hareketlerini tarif eden kitaplarla
siirli kaldi hep; Kepler’in ve Newton’in teori-
lerinden ve fiziksel aciklamalardan bahseden ki-
taplar hi¢ Oonemsenmedi. Bu cevirilerde eski
ve yeni astronomi kargilagtirilsa da dini ne-
denlerle eski astronomiden yana tavir alindi
daha c¢ok. 19. ylizyilin baslarinda bile diinya
merkezli sisteme dayandirilan astronomi kitaplar:
yaziliyordu. Ancak 1834’te Ishak Efendinin (7—
1836) yayumladigy Mecmia-i Ulim-i Riyaziye adl
kitapta, yeni astronomi tartigmasiz bir bigimde
savunuldugu gibi kiitle cekim kanunu da ilk
olarak yer aldi [1].

Diinyadan bakildiginda sabit goriinen yil-
dizlar, ay ve giines tutulmalar1 ve bunlarin
stireleri, ve trigonometri gibi araglarla diinyanin,
ayin, giinegin yaricaplarini ve birbirlerine olan
ortalama uzakliklarini bulmak miimkiin. An-
tik gaglardan beri bu hesaplar yapilmig. Dogru
degerlere varmak c¢ok hassas gozlemler gerek-
tiriyor, ama kaba hesapla bile iki uzakligin oranini
bilmek astronomiye biiylik yararlar sagliyor.
Kepler de oldukg¢a hatali rakamlarla ise baglasa
bile dogru sonuglara varabildi.

Bu yazida tiirevsel ve integral hesap
ile vektorler kullanarak gozlemlenen gerceklerin
(Kepler kanunlar1) Newton’in ikinci hareket ka-
nunu (kuvvet esittir kiitle garpr ivme) ile bir-
likte teoriyi (kiitle g¢ekim kanununu) dogur-
dugunu goérecegiz; sonra da teorinin matema-
tik yardimiyla nasil gozlemlenen gergegi gerektir-
digini gorecegiz; bunlar yazinin ikinci kisminda
yer alacak. Bilimsel metot budur igte; incele-

meye bilimsellik kazandiran da inceleme meto-
dudur. Deneysel bilgi bir diizen bulununcaya
kadar incelenir; sonra bu diizeni aciklayacak bir
kural ortaya atilir. Eger bu kuralin sonucu
olarak gozlenen elde edilmezse, gozlenen olayi
aciklayacak yeni kurallar aranir; ta ki olay
aciklanana kadar. Newton kiitle ¢ekimiyle Kepler
kanunlar1 arasinda iligki kurdugunda tiirev veya
integral kullanmamigt1 aslinda; fakat kullanmak
isimizi kolaylastiriyor; vektorler ise o donemde
hayal bile edilmiyordu. Biz 6nce vektorlerle ilgili
ihtiyacimiz kadar bilgiyi 6zetleyecegiz.

B. Vektorler

Kiitle gibi yalnmiz biiytikliigii olan ¢okluklar:
gostermek icgin gergel sayilari kullaniriz. Birim
biiyiikliik kararlagtirildiktan sonra bir tek sayi
bir cismin kiitlesini belirtmeye yeter. Hiz ve
kuvvet gibi cokluklarin ise hem biytikliikleri
hem de yonleri var. Bir cismin ne yone gittigi
veya onun ne yonde cekildigi de belirtilmeli.
Bu c¢okluklar1 gostermenin akla hemen gelebile-
cek bir yolu oklar kullanmak. Okun uzunlugu
¢oklugun biuyukligini, isaret ettigi yon ise
¢oklugun yoniinii bildirir. Biraz daha matema-
tiksel diigtinerek, ok yerine yonli dogru parcasi
diyecegiz. Ayrica diizlemde veya uzayda bu-
lunduklar1 yer farkli olsa da uzunlugu ve yonii
ayni olan biitiin dogru pargalarin1 esdeger sa-
vacagiz, ¢linkii dedigimiz gibi 6nemli olan yon
ve biiyiikliik, bulunulan yer degil. Diizlemde
veya uzayda bu denklik altindaki yonlii dogru
parcalarina vektor denir. Vektorleri elle yazarken
genellikle tizerlerine bir ok koyariz: ¢. Basih
yazilarda ise gogunlukla koyu yazilan harfler kul-
lanilir: v.

Bir vektorii bir s gergel sayisiyla carpabi-
liriz ve sonugta aymi dogrultuda ve uzunlugu |s|
oranminda artmig (veya azalmig) bagka bir vektor
elde ederiz; say1 porzitifse yon korunur, negatif-
se tersine doner. Birbirlerinin bir gercel say1
ile carpimi olarak yazilabilen vektorlere paralel
vektorler denir. Vektorler toplanabilir de. Iki
vektorii, yonlerini ve uzunluklarin degistirmeden
kaydirarak dip dibe koyariz ve bu vektorleri ke-



nar kabul eden paralelkenar1 ¢izeriz. Paralelke-
narin, vektorlerin dip noktalarindan baglayan ve
ucu kargi kogedeki yonlii kogegeni, iki vektoriin
toplamidir. Bir vektorii sifirla ¢carptigimizda elde
ettigimiz, uzunlugu sifir ve yonii olmayan vektore
sifir vektord denir ve bunun bagka bir vektorle
toplandiginda higbir etkisi yoktur. Bir vektorii
bagka bir vektorden c¢ikartmak demek, —1 ile
carpimini obiir vektore eklemek demektir.

Boyu 1 olan her vektore birim vektor adi
verilir. Uzayda pozitif =, y, z yoniindeki birim
vektorler i, j, k olarak adlandirilirlar. i yoniinde
a, j yoninde b ve k yoniinde ¢ uzunlugunda
ii¢ vektoriin toplami olan v = ai + bj + ck
vektorii, ti¢ vektorin bileskesidir; {i¢ vektoriin
her biri de v’nin wvektor bilesenidir.  a,b,c
sayillarina ise v’nin bilesenleri diyecegiz. Ter-
sine, verilen her v vektoruni, x,y, z eksenlerine
paralel dogrular yardimiyla 1i,j,k bilegenlerine
ayirabiliriz. Bilegenlerin iistiinde durmamizin ne-
deni, vektorleri toplama, ¢ikarma, gercel sayilarla
carpma iglemlerini, vektorlerin her bir bileseni
iizerinde uygulamanin yetmesi. u = ai+ Gj+7k,
v = ai+ bj + ck ve s bir gercel say ise,

u+v=(a+a)i+(B+0b)j+ (v+ck
sv = (sa)i+ (sa)j + (sa)k

olur.

Bir v vektoriintin biyikligint (boyunu,
uzunlugunu) |v| veya v ile gosterecegiz. v =
ai + bj + ck seklinde verilmig bir vektoriin
uzunlugunu, bir dik {iggenin hipoteniisiiniin
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uzunlugunu hesapladigimiz yontemle

v=|v]=+va%+ b+ c?

olarak elde ederiz. Bir v vektoriiyle ayn1 yonde
bir birim vektor (by ) elde etmek igin v’yi boyuna
boleriz, yani 1/v ile garpariz:

1 1

= —V=-V.

v
vl© v

Boylece her vektorii, uzunluguna egit bir gergel
say1 ile ayn1 yondeki bir birim vektoriin garpimi
olarak yazabiliriz:

v = |v|by = vby,.

Heniiz iki vektoriin ¢arpimi gibi bir kav-
ramdan s6z etmedik, ¢linkii bu iki sayiy1 carpmak
gibi basit degil ve birka¢ degisik carpim var. Iki
vektoriin nokta ¢arpima,

u- v = |u||v|cosf = uv cos b

olarak tamimlanir; burada €, vektorler dip dibe
dokunduklarinda, aralarindaki agilarin kiic¢iigii-
diir; yani 0° < 6 < 180° alirniz. Gorildugi gibi
nokta carpimi bir gergel say1 verir. v’nin ken-
disiyle nokta ¢arpimindan

v=|v|=yv-v

gikar.

Iki vektoriin arasmdaki aq dik a1 ise,
nokta carpimlar1 sifirdir, ¢linkii cos90° = 0’dir
ve bagka bir 6 i¢in bu saglanmaz. Ayrica i,j,k
birim vektorlerinin kendileriyle nokta carpimlar:
1, digerleriyle nokta carpimlari 0’dir. O zaman
bilegenler cinsinden

u-v=aa+ Gb+yc

elde ederiz. Bir vektoriin i, j, k ile nokta carpimi
onun bilegenlerini verir: v-j = a, v-j = b,
v - k = ¢. Nokta carpiminin tanimini iki vektor
arasindaki agiyr bulmak icin de kullanabiliriz.
Nokta ¢arpiminin degisme ve birlesme 6zellikleri
vardir. Ayrica gergel sayilarla carpma ile yer
degisgtirebilir ve toplama tizerine dagitilabilir.

Iki vektorii birbiriyle ¢arpmanin bir bagka
yolu ¢apraz carpimdir ve

u x v = |ul|v|(sinf)n = wv(sinf)n

ile tanimlanir. Burada 6 gene vektorler arasin-
daki kiigiik aci, n ise hem u hem de v’ye dik
bir birim vektordir. n’nin yoni sag el kural
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ile belirlenir: sag elin dort parmagi u’dan v’ye
dogru kapaniyorsa, bag parmak n’nin yoniini
isaret eder. Bu kural sayesinde ¢apraz ¢arpimin
degisme Ozelliginin olmadigini, fakat

uxv=—(vxu)

esitligini sagladigimi goriiriiz. Capraz carpimin
birlegme 06zelligi de yoktur. Bunun ornegini bul-
mayl okuyucuya birakiyoruz. Gene de ¢apraz
carpim gergel sayilarla carpma ile yer degistire-
bilir ve toplama tizerine dagitilabilir.

Paralel vektorlerin ve sadece onlarin bir-
birleriyle ¢apraz ¢arpimlari 0’dir (¢iinki sin 0° =
sin 180° = 0); dolayisiyla her vektoriin kendisiyle
capraz carpimi da. Birim vektorler arasinda
agagidaki egitlikler de gegerlidir:

ixj=-(xi)=k
ixk=—-(kxj) =i,
kxi=—-(ixk)=j

Buradan bilegenler cinsinden

uxv = (fc—b)i
+ (ya — ac)j + (ab — Ba)k

elde ederiz. (Bunu kisaca sembolik olarak

o

uxXv=

e 2 =
S TR e
o =

determinant1 seklinde de yazmak miimkiindiir,
ama biz bu yazilim hig kullanmayacagiz.) gapraz
carpim dikkat edilecegi iizere bir vektor verir ve
u x v vektérii u ve v vektorlerinin belirledigi
diizleme diktir.

Vektorlerin birbirleriyle olan ¢arpimlarini
gercel sayilarin carpimlar: gibi gérmek yaniltict
sonuclara yol agabilir. Gergel sayilarda p # 0

ise, pr = ps denkleminden r = s cikar. Fakat
vektorlerde u # 0 ve u-vy =u- vy ise, vy = vy
diyemeyiz. Gene u # 0 ve u X vi = u X Vg
ise, vi = vg diyemeyiz. Buna uygun ornekleri
bulmay1 okuyuculara birakiyoruz.

Vektorler, uzaydaki dogru ve diizlemlerin
denklemlerini yazmada, bunlarin kesigsim nokta-
larin1 ya da birbirlerine veya bir noktaya olan
uzakliklarin1 bulmada ¢ok yararhidirlar ve basit
formiiller verirler. Konumuzun diginda kaldig:
i¢in hi¢ anlatmayacagiz.

Diizlemdeki vektorler igin de yukarida an-
lattiklarimizin  hemen hemen hepsi gecerlidir.
Vektorleri bilegenleri cinsinden yazdigimizda i ve
j bilegenlerini kullaniriz yalnizca; k bilegenleri
0’dir.  Yani ashinda igler daha kolaydir. Bir
fark capraz carpimda ortaya cikar. u ve v
diizlemdeyken, u x v'nin her ikisine de dik olmasi
gerekir; o zaman da u X v diizlemin diginda bir
vektordiir. Bagka bir deyigle, diizlemde kalarak
capraz ¢arpim tanimlamak imkansizdir.

C. Konum, Hiz ve Ivme Vektérleri

0(0,0,0) noktasim bagnokta diye adlan-
diriyoruz.  Simdi uzaydaki noktalar1 da birer
vektor olarak diigiinecegiz. N noktasimi dibi
bagnoktada ve ucu N ’de olan ON vektoriiyle
ozdeglestirebiliriz.  Yaptigimiz, N(z,y,z) nok-
tasiyla zi + yj + zk = r vektori arasinda bir
birebir egleme kurmakla aym sey. r vektoriine
konum vektérd adi verilir. N noktasi bir cismin
bulundugu yerse, r vektorii bagnoktadan o cis-
min bulundugu yere isaret eder. Cisim hareket
ediyorsa, N ve r zamana bagl olarak degisir;
yani zamanin bir fonksiyonudur; tabii z,y, z de.
Zamani t ile gosterirsek, bu durumda

r(t) = z(t)i+y(t)j+ z(H)k

yazariz. r, t’nin yeteri kadar tiirevlenebilir bir
fonksiyonuysa, birinci tiirevine hiz wvektori v,
ikinci tiirevine de 1wme vektord a adi verilir. Yani

Vi) = &= @iy 0+ 200k
dV d2r 1 . 1 s "

olur. Hizin biiyiikliigiine sirat diyelim; yani
siirat = |v| = v.

Sabit stirat altinda bile hiz degigebilir:
degistirerek.

yon



Bir cisim uzayda veya diizlemde bir egri
boyunca hareket eder. Konum vektorii r’nin
ucu da bu egri lzerinde dolamir. r(t)’yi ve-
ren formiil ayn1 zamanda bu egrinin de denk-
lemidir. Hiz vektorii v’nin yoni cismin gittigi
yonii gosterdiginden, v(t) egriye r(t) noktasinda
tegettir.

Hareket sirasinda cismin O’ya olan uzak-
hig1, yani |r(t)| = r(t) sabitse, 6rnegin bir kiire
yiizeyinde veya diizlemde bir ¢ember iizerinde
harekette, konum da hiz da sabit olmayabilir.
Ama

r(t) - r(t) = |r(t)|* = sabit

esitliginde ¢arpim kuraliyla tiirev alirsak,

dr dr

= -r(t)+r(t)~a =0
2r(t) - % =0
r(t)-v(t) =0

elde ederiz. Bu, konum ve hiz vektorlerinin hep
birbirlerine dik olmasi demektir. Buna benzer bir
sekilde, eger hareket boyunca siirat sabitse, hiz ve
ivme vektorleri birbirlerine diktir.

Hareket bir diizlemde meydana geliyorsa,
k bilegenlerine gerek kalmaz. O zaman konum
vektoriiniin boyu r(t) = |r(¢)|, agikca kutupsal
koordinatlarin r’sidir. Kutupsal koordinatlarda
2’in ve y’'nin r ve 6 cinsinden nasil yazildigini
hatirlarsak,

r = rcos i + rsin 6j (1)

yazilabildigini goriiriiz. Bir noktanin etrafinda
donerek yapilan harekette, konum, hiz ve ivme
vektorlerini Kartezyen koordinatlara siki sikiya
bagli i ve j cinsinden yazmak yerine, kutupsal
koordinatlardan elde edilen bagka iki birim vektor
cinsinden yazmak biiyiik kolaylik saglar. Bu iki
birim vektér, r ve 6 yoniindeki b, ve by birim
vektorleridir.  Simdi bunlarin i ve j ile arala-
rindaki iligkiyi yazalim. r’yi uzunlugu olan r’ye
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bolersek
b, = cos i+ sin 0j
buluruz. Bu vektori saat yoniiniin aksi yonde
90° dondiiriirsek, boyu degismez ve ' nmn arttig
yoni gosterir:
by = —sin i + cos 6j.
i ve j’den farkli olarak, b, ve by ’nin sabit birer
yonleri yoktur; 6’ya bagh olarak degigirler; ama
r’den bagimsizdirlar. Ama
b, x by = (cos i+ sin0j) x (— sin i + cos 0j)

= cos?0(i x j) —sin?4(j x 1)

= (cos?§ +sin®0)(i x j) =k (2)
hep sabittir.

Dogrudan hesapla

b, o
20 = —sin#i+ cosfj = by
dbyg s e
= —cosfi—sinfdj = —b,

oldugunu da goriiriiz. Zamana gore tiirevi degis-
kenin tizerindeki bir nokta ile gosterelim. Zincir
kurali yardimiyla

. db, db,df

b= = ao ar ~ O
. dby _dbgdf
b= = wa

da cikar.

Konum, hiz ve ivme vektorlerini artik b,
ve by cinsinden yazabiliriz.

r =rb, (3)

oldugu goriiliiyor. Digerleri de ¢arpim kuraliyla
tlirev alarak kolaylikla hesaplanir:

dr d .
= — = —(rb,) =7b, by, 4
V=i = qPr) = b A rlbg )
dv d .
= — = —(rb, b
a= g5 = g"br+rbo)
= i'b, + r0by + 70bg + rfby — r06b,
= (¥ — r6%)b, + (rf + 270)bg. (5)
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C. Kutupsal Koordinatlardan Bir Formiil

Kutupsal koordinatlarda r = f(6) fonk-
siyonuyla verilen bir egri ile O arasinda kalan
bolgeyi diisiinelim. Oyle ki bu bolge sabit bir ¢
acisiyla verilen 1ginda baglasin ve degigken bir 6
acisina kadar devam etsin. Simdi amacimiz, 6
degistikce bu bolgenin alani A’nmin degigim hiz
i¢gin bir formil geligtirmek. @, diyelim, At za-
mam siiresince Af kadar degissin; aym siirede
alandaki degigiklige de AA diyelim. Degisiklikler
ufaksa r degeri, 0 ile 6 + Af arasinda yaklagik
olarak sabit kalacaktir. Bu ise bolgeye daire
kesmesi gibi dilim eklenmesi demektir. Tim
dairenin acisal genisligi 27 oldugundan, dairenin
alaniyla oranlayarak,

A0 5, 1,
AANgTrT —§TA9

yazabiliriz. Her iki tarafi At’ye boler ve At — 0
iken limit alirsak,
S A0 1 ,df

A _ AA 1,480 1 ,d0 (6)
dt  arto At Ao At 2 @

esitligini elde ederiz.
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