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[ M. Girses and S. Tek, Korteweg de Vries Surfaces , Nonlinear Analysis:
Theory, Method and Application, Vol. 95, 11-22 (2014)].
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111, 101101 (2013)].
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2-Boyutlu Yizeyler

S, R3 de diizgiin bir 2-yiizey olsun. K Gauss H ise ortalama egrilikleri
olsun . Bu yiizey lizerinde tanimli en genel F fonksiyoneli

f:/g(H,K)dA+p/ dVv
S 14

seklinde tanimlanabilir. Burada p bir sabit ve V ise S'nin kapattig
hacimdir(kapali ylizeyler i¢in) . Agik yiizeylerde p = 0 alinabilir. Biraz
sonra gorecegizki Lagrange fonksiyonu £'nin K ve H'ye bagimhligina baglh
olarak kritik noktalar farkli olacak ve farkli isimler alacaklardir. Bu
fonksiyonelleri yalniz R? deki 2-yiizeyler icin degil, 3 boyutlu Minkowski
(M3) uzaylaridaki 2-yiizeyler icinde kullanacagiz.
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2-Boyutlu Bazi ozel 2-Yiizeyler

@ Sabit Gaussian egrilikli Yiizeyler, K =sabit,

Sabit ortalama egrilikli Yiizeyler, H =sabit,

Minimal Yiizeyler, H = 0,

Weingarten Yiizeyleri, F(K,H) =0,

Bianchi Yiizeyleri (ortalama egriligin tersinin harmonik oldugu
Yiizeyler ), V2(4) =0

Willmore Yiizeyleri, V2 H — 2H (K — H?) = 0.

Bicim, sekil denklemlerini ¢ozen Yiizeyler § F =0
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Varyosyenel yolla ortaya cikan 2-Boyutlu Yuzeyler

Ornekler:

1. Minimal Yiizeyler: £ =1, p=0.

2. Sabit ortalama egrilikli Yiizeyler: £ = 1.

3. Lineer Weingarten Yiizeyleri: £ =aH + bK + ¢ . Burada a, bve ¢
sabittirler.

4. Willmore Yiizeyleri: £ = H?.

5. Genel Willmore Yiizeyleri: & = (H — c)?. Burada c bir sabittir.

6. Bicim denklemini ¢ozen Yiizeyler: §.F = 0.
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Tarihce: Minimal Yuzeyler

@ (1760) Leonard Euler : Bir boyutlu problemler. Dénen egrilerin
olusturdugu Yizeyler.

@ (1780) Joseph Luis Lagrange: Bir egri ile sinirli en az alana sahip
Ylizeyler.

e (1785) D.B.M.C. Meusnier : Helicoid ve Katenoidi ilk bulan
matematikci.

@ (1803) Joseph Plateau: sabun filmleri, sabun kopiigi problemleri.
Serbest enerji fikrini kullanan ilk matematikci.

}':w//SdA (2.1)

Burada w ylizey gerilme sabitidir. Bu fonksiyonelin kritik noktasinin
minimal Yiizeyler, H = 0, oldugunu gosterir.
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Tarihce: Minimal Yuzeyler

@ (1805) T. Young ve (1839) P.S. Laplace: Plateau’nun yaptigini

genellerler. L / /5 s / / / oy (22)

Burada p sabun képlgi zarinin i¢c ve dis basing farkidir. Bu
fonksiyonelin kritik noktalari ise sabit ortalama egrilikli yiizeylerdir,
H=5+.

@ (1952) A.D. Alexendrov: H = sabit kapali yiizeyler mecburen kiire
yuizeyleridir.
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Tarihce: Willmore Yiizeyler

o (1821-1833) Poisson: Kati kabuksu cisimler igin serbest enerji fikrinin

sahibi.
f:// H? dA (2.3)
S

@ (1922) Schadow. Kritik noktalar V2 H — 2H (K — H?) = 0.

@ (1956) T. J. Willmore: Poisson’un distincesini 3-boyutlu riemann
uzaylarina tasidi ve bu ylizeylerle ilgili problemler kurguladi, 6rnegin
"Willmore hipotezi?”.

@ (1973) Hellfrich: Lipid kesecikler, kirmizi kan hiicreleri. Serbest enerji
fonksiyoneli

f—//5[§(2H+c0)2+k1H]dA+P///dV (2.4)
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Tarihce: En genel hal

2003-2005 Qu-Yang : En genel serbest enerji fonksiyoneli.

F= //S(HK dA+p///dV (2.5)

ilk varyasyon 6 F = 0, Euler-Lagrange denklemi, E(£) = 0 verir, yani

o€ - o€
(V24 4H? — 2K) o+ 2V V +2KH) o —4HE +2p =0 (26)

2 _ 1 0 — _ 1 0 j_o
Burada V [8x' (Vegis5) ve V-V = T (VEKhI 2,
g = det(gj). g¥ ve h¥ ler birinci ve ikinci temel form matrislerin
tersleridir. Tekrar eden indisler tizerinden toplama kurali kullanilmistir
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Kritik Noktalar: Soliton Metodu

Yukardaki fonksiyonellerin kritik noktalarini bulmak icin ylizey tizerinde bir
paramerizasyon kabulleniriz: Y = (f(x, t), g(x, t), h(x, t)), oyleki f, g ve
h fonksiyonlar istedigimiz kadar tiirevlenebilir olsunlar. Gauss (K) ve
ortalama (H) egiliklerini bu fonksiyonlar cinsinden bulunur. Genellikle K ve
H bu fonksiyonlarin ikinci mertebeden tiirevlerinide icerirler. Dolayisiyle
Euler-Lagrange denklemleri hem dogrusal olmayacak hem de tiirev
mertebesi dordiincii dereceden ve hayli karisik olacaktir. Bazi 6zel
parametrizasyonlarla Euler-Lagrange denklemi biraz basitlestirilsede yinede
¢ozmek glictur.

Geometrik fonksiyonellerin kritik noktalarini bulmak igin kolay ve en etkin
yol soliton teknolojisini kullanmaktir. llk baslatan A. Syms (1982) dir.
Sonra Fokas-Gelfand (1996) ve arkadaslan tarafindan dahada gelistirildi.
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Kritik Noktalar: Soliton Metodu

®(x,t,A), U(x,t,A) ve V(x,t,A\) 2 x 2 matris degerli bir fonksiyonlar
olsunlar. Oyleki bunlar Lax denklemlerini saglasinlar:

O, =Ud , &,=V0, (3.1)

Burada U ve V' nin izleri sifir marislerdir. Bu iki marise Lax cifti diyoruz.
Genellikle ® grup degerli bir fonksiyon, U ve V ise ilgili cebir degerli
fonksiyonlardir. Lax denklemlerinin integre edilebilirlik sarti:

Us — Vi +[U, V] = 0, (3.2)

Bu sart U ve V secimine bagli olarak integre edilebilir dogrusal olamayan
kismi diferansiyel denklemleri verirler. Sinus-Gordon, Korteweg de Vries,
modife edilmis Korteweg de Vries, Dogrusal Olmayan Schrodinger
denklemleri gibi.
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Kritik Noktalar: Soliton Metodu

Soliton denklemleri ile yiizeyler arasi iliski kurulmasi icin bir deformasyona
sahip olmak gerekiyor. Bunlar

@ Spectral parametre deformasyonu (Sym):

ouU 1% 00

A= B = F=u o — .
ZETR ZEETN 1 IR (3.3)

burada p7 , yalniz X'ya bagl bir parametredir.

e integrable edilebilir differansiyel denklemin simetrileri (Fokas-Gelfand):
A=0U, B=4V, F=o"150, (3.4)

burada 0 simetri operatoriinii temsil eder. Ornek: § = 8X, 0= %,
d= 6t_ (i=1,2,---) Klasik Lie ve Genel simetriler.
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Kritik Noktalar: Soliton Metodu

@ Lax denklemlerinin ayar simetrisi (Fokas-Gelfand):
A= M, +[M,U], B=M,+[M,V], F=o" Mo, (3.5)

burada M izi sifir 2 x 2 bir matisdir. Lax denklemi ayar donlstimi
altinda degismez oldgu icin

U—-RUR*+RR! Vo RVR'+RR™ (3.6)

R =1 + eM alarak yukardakiler bulunur.

e Parametrik deformasyonlar (Giirses-Tek):
A= pp (0U/9E), B =12 (0V/0&;), F = ppa®* (99/0¢), (3.7)

oyleki i = 0,1 and &; ler dogrusal olmayan denklemin ¢oziimlerinin
parametreleridir, u(x,t,&o,&1) , p2 ise bir sabittir.

Simdi soliton teknigi ile M3 deki 2-yiizeyler nasil insa eliyor gorelim:
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Soliton Yizeyleri
Fokas-Gelfand: U(x,t;)), V(x,t; ), A(x, t; A), B(x,t; ) G cebiri degerli
x,t ve A\ degiskenlerine gore tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun. Oyleki
(x,t,\) € My x R ve bu fonsiyonlar asagidaki denklemleri saglasinlar.
Ut — Ve +[U,V]=0, (4.1)
ve
Ar— B+ [A V] +[U,B] =0. (4.2)
®(x,t; A) G grubu degerli ve F(x,t; \) de G cebiri degerli fonksiyonlar
soyle tanimlanirlar
O, =US , & =V0, (4.3)
ve
Fr=¢0"1Ad , F,=0"1B0. (4.4)
Bdylece her X icin , F(x, t; \) fonksiyonu R? icerisinde 2-boyutlu bir yiizey
tanimlar.

3
Yi=FlxtA) ,j=123, F=3 Fe (4.5)
k=1
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Soliton Yizeyleri

Yiizeyin birinci ve ikinci temel formlari soyle verilirler

(ds))? = gjdx' dd =< A/A> dx* +2 < A, B> dxdt+ < B,B > dt?
(dsi)? = hjjdx' dx/ = — < A, +[A, U], C > dx?
—2< A +[A V], C > dxdt— < B, +[B, V], C > dt?,
Oyleki i,j =1,2, x! = x ve x* =t,

< A B >= Ltrace(AB) , [A,B] = AB — BA, [|A|| = /[ < A,A> |, ve

C= %. S yiizeyi lizerinde her noktada tanimh tglii bir sistem vardir:

oA , o7'Bd | o7 ICo.
S yiizeyinin Gauss ve ortalama egrilikleri ise

K = det(gth), H= Ltrace(g! h). seklinde verilirler.
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Bir Ornek: Korteweg de Vries Yuzeyleri

Giirses-Tek (2005,2014):

Korteweg de Vries denklemi: u; = % U xxx + % uu

Lax ¢ifti: Burada grup G = SL(2, R) ve ilgili cebir ise s/(2, R) dir.
Dolayisiyla elde edilen 2-yiizeyler 3-boyutlu Minkowski uzay! icinde

olacaktir.
0 1
0= (,%, 1), o)
1 1
—— Uy Su+A
V= 4 2, . (4.7)
_ZU2X+§ A+ u)(AN—u) 2Ux

Lax denklemi U; — Vi + [U, V] = 0 ancak KdV denklemi
Ue= % U oo + % uu x varsa gegerlidir (integre edilebilirlik sarti).
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Bir Ornek: Korteweg de Vries Yuzeyleri

A parametresine gore deformasyon alirsak:

0

B = u(dV/0N) ( 0 " )
= U = 1% s

Birinci ve ikinci temel formlar

A:,u(aU/a)\:(g 0),

. . 2
(ds))? = gydx dsd = pdx dt + %(4)\ — u)dt?,

(dsy)? = hjdxdx) = —p dx® — (2 X + u)dx dt

- %(U,xx + (U +2 )\)2> dtz,
2-Yiizeyin Gauss ve ortalama egrilikleri:
K = _”,ZX7 H = M
1t [
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Bir Ornek: Korteweg de Vries Yuzeyleri

KdV denkleminin 1-soliton ¢oziimleri (gezen dalgalar)

u2 = =203 + dau® + 8Bu + 2y

denklemini saglar. Burada ¢, B ve « sabittirler. KdV'nin bu ¢oziimi bizi
asagdaki yuizeylere gotirtr.

o lkinci mertebeden Weingarten yiizeyleri:

4 P K+4u(24+3cA\)H—-3cp®?H?> —4(3c > +4X—45¢c) =0,
o Willmore tipi yiizeyler: V2H 4+ aH3 + bH K = 0,. (a ve b sabitler)
_1
20
1
v=% (1603 — 56Aa? + 700\ — 28X3).

7
a=,b=1, 8 (28X — 1602 — 21)?),

oyleki « = —1/c (c #0).
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Bir Ornek: Korteweg de Vries Yuzeyleri

o KdV ylizeyleri genel olarak acagidaki diferansiyel denklemi saglar:

1
V2H = 23 5ulH? + 2u2(2a — 3\ H?

+4pu(12aX — 9X? — 8a? — 128)H
15603 — 112020 + 6402\ — 3203 + 6403 + 167] .
e KdV Yiizeyleri ayrica £ = a1 H3 + axH? + a3H + a4 + asK + agKH,
gibi ve daha yiiksek mertebeden (€ fonksiyonunun Gauss ve ortalama

egriliklerin polinomu olma durumu) fonksiyonellerin kritik
noktalarinida olustururlar.
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Bir Ornek: Korteweg de Vries Yuzeyleri

Sonug:

@ Yukardaki ornek yuzeyler KdV denkleminin 1-soliton ¢oziimii
kullanirak bulundu. Bu ornekleri KdV baska ¢ziimleri kullanilarak
(2,3-soliton ¢ziimleri gibi) artirmak mimkiindiir. (Giirses-Tek)

o Farkli deformasyonlar (ayar, simetriler ve parametrik) kullanilarak
farkli ylizeyler elde etmek miimkindir. (Giirses-Tek)

@ Farkli denklemler icin elde edilen yiizeylerin topolojileride farkl
olacaktir. Ornek olarak modife edilmis KdV denklemi icin G grubu
SU(2) olacaktir. Dolayisiyle elde edilen yiizeyler R3 icinde olacaktir.

@ Evrensel kritik noktalar: Diizlem ve Kire ylizeyi olabilecek en genel
fonksiyonelin kritik noktalaridir.
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Yuksek Boyutlarda Fonksiyoneller

D boyutlu Riemann ve Riemannsal (yerel olarak Minkowski
uzay-zamanlati) geometrilerde difeomorfik degismez fonksiyoneller genel
olarak

F = M—gﬁ(ga/j,R“VW,VR“VW,-“)dDX
Mp

seklindedir. Burada g metrigin determinantidir. Bu foksiyonellerin kritik
nonktalarini hayal bile etmek miumkin gortinmez. Bu tur fonksiyonellere
sicim teorisinde sik sik karsilasiyoruz. Gravitasyon kuramini kuantilastirmak
icinde bu tiirden fonksiyonellere ihtiyac duyulmaktadir.

o)



Yuksek Boyutlarda Fonksiyoneller

Genel gorelelikte kullandigimiz en basit fonksiyonel Einstein-Hilbert
fonksiyonelidir ve boyut ise 4 dir.

F = vV—gRd*x
My

Burada R ricci skalandir. Einstein alan denklemleri bu fonksiyonelden elde
edilen Euler-Lagrange denklemleridir. Fonksiyonelin genel durumunda
Euler-Lagrange denklemleri hayli kalabalik ve dogrusal olmayan yiiksek
mertebeden kismi diferansiyel denklem sistemidir. Bunlari ¢6zmek
neredeyse imkansizdir.

Bazi uzay-zaman geometrileri vardirki tiim fonksiyonellerin kritik
noktalarini olustururlar. Bu kritik noktalara evrensel geometriler diyoruz.
Burada bunlardan 3 tanesini gorecegiz.
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Yuksek Boyutlarda Fonksiyoneller

o Diiz Uzay Zaman Geoemtrileri: Her diizgiin D- boyutlu egri
uzay-zaman geometrisinin her noktasinda D boyutlu bir teget uzayi
oturur. Bu uzay D- boyutlu Minkowksi uzay-zaman geometrisidir ve
duzdur. Egrilik sifir oldugu icin bu uzaylar tiim fonksiyonellerin kritik
noktalaridir.

o Diizlem Dalga Uzay-Zaman Geometrileri: Riemannsal bir
uzay-zaman geometrisinde i1siksal bir geodesigin yakin komsulugu
(tiipsel komsulugu) diizlem dalga geometrisidir (Penrose 1965). Bu
uzay zaman geometrileri kozmolojik sabit icermeyen tiim
fonksiyonellerin kritik noktalarini olustururlar (Giiven-Horowitz-Steif ).
Yani evrenseldirler.

o AdS Dalga Geometrileri: Kozmolojik sabit olmasi durumunda ise
Anti - de Sitter dalga geometrileri evrenseldirler, yani bu
geometrilerde tiim fonksiyonellerin kritik noktalarini olustururlar
(Giirses-Hervik-Sisman-Tekin)
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