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1. GIRIS

Diferansiyel geometri ve kismi diferansiyel denklemler (KDD) matematigin
farkl konular1 gibi goriinselerde herhangi birini ¢alisirken digerini kullanma-
mak miumkiin degildir. Ozellikle (KDD) teorisi diferansiyel geometri kavram-
lar1 kullanmadan bagarili olamaz. Ornek olarak birinci dereceden dogrusal
olmayan KDD teorisi tamamen R"™ deki diizgiin yiizeyler teorisidir. Bu tiir
ornekleri cogaltmak miimkiindiir. Ornek olarak R? de sabit Gauss egrilikli
yiizeyleri siniis-Gordon (K > 0), sinh-Gordon (K < 0), Laplace (K = 0)
denklemlerinin ¢oziimleri belirler. 1965 lerden sonra integre edilebilir den-
klemler tizerine yogunlagan ilgi ile birlikte diferansiyel geometri teknikleri
daha cok kullanilir hala gelmistir. Sifir egrilik formilasyonu, Cartan difer-
ansiyel ideali, Backlund dontstimleri, Ayar donistumleri gibi kavramlar buna
ornek olablir. Epey bir stire yiizey teorisi kullanilarak integre edilebilir den-
klemler teorisi i¢in hem yeni denklem siiflar1 hem de yeni ¢oztim teknikleri
ortaya cikarmak i¢in ugras verilmistir. Hala bu yoldan giden epey arastirici bu-
lunmaktadir. Ben de zaman zaman bu yolu kullananlardan biriyim. Son 15-
20 senedir baz1 arastiricilar integre edilebilir denklemlere ve onlarin gesitli de-
formasyonlarina (simetri degisimlerine) karg: gelen yiizeyleri aramaya bagladilar.
Son zamanlarda bu yonde ilgi artmaya baglamigtir. Bu yolla integre edilebilir
denklemler teorisinin ige yarayabilecek teknikleri kullanarak diferansiyel ge-
ometriye ve bilhassa R? deki yiizeyler teorisine katk: yapabilmek miimkiin
olabilicektir. En azindan baz1 yiizeylerin karakterizasyonu ve simiflandiril-
malar1 daha kolay olabilecektir. Deformasyon ile anlatilmak istenen den-
klemlerin ¢oziimlerini coziimlere gotiiren degisikliklerdir, yada bir anlamda
simetrilerdir. Burada bunlara ii¢ 6rnek verecegiz. Lax denklemlerinin 6zdeger
parametresi, ayar doniisimleri ve simetrilerdir. Burada simetrilerden kasit
yalniz klasik Lie simetrileri degil ayn1 zamanda genellestirilmis simetrilerde
diigiiniilmektedir. Genel simetriler integre edilebilir sistemlerin artik vazgecilmez
ozelliklerinden biridir. Integre edilebilme 0Ozelligi bu tiir simetrilerin varligi ile
tanimlanabilmektedir. Eger bir denklem simetri adim operatorii (recursion
operator) kabul ediyorsa bu tiir simetrilerden sonsuz tane vardir. Dolayisiyle
gorecegizki integre edilen denklemlerin sonsuz tane simetri (deforme) yiizey-



leri vardir. Biz bu ozet makalede bu tiir yiizeylere daha agirlik verecegiz.
Clnki bu konu daha giincel ve ilging goriinmektedir.

Biz burada yalmz R3? deki egriler ve yiizeylerle ilgilenecegiz. Yiiksek
boyutlu uzaylarda ve degisik sinyatiirlii geometrilerde benzer sekilde iligkiler
kurulabilir. Ornegin Lorteweg-de Vries (KdV) denklemine karg: gelen simetri
yiizeyleri R? de degil iic boyutlu bir Minkowski geometrisi, M5 de yer alir.
Bunun gibi pek c¢ok o6nemli denklemler aymi sekilde bagka uzaylarda yer
alirlar. Bu tiir yiizeylerden yeri geldiginde uygun boliimlerde bahsetmeye
calisacagiz.

Bu makalede ilk 6nce diferansiyel geometrik kavramlari, egriler ve ytlizeyler
gibi, tekrar edecegiz. Daha sonra integre edilebilir denklemlerin temel baglangig
noktasi sayilabilecek Lax formulasyonunu tanitacagiz. Daha sonraki boliimlerde
geometrik yapilarla soliton denklemleri arasindaki onemli iliskileri kurmaya
caligip bir kag ornek verecegiz. Kaynaklar olarak onemli bir ka¢ kaynak
verecegiz fakat konunun biitiin kaynaklarini veremeyecegiz. Zaten bunada
imkan yok. Verdigimiz kitap ve derleme tiirii kaynaklardan pekgok diger
kaynaklara da ulasmak miimkiin olacaktir. R? deki egriler ve yiizeyler icin
[eis1], [manl] gibi kaynaklar yeterli olacaktir. Daha genel uygulamalar
icin, m boyutlu uzaylarin (geometrilerin) n boyutlu uzaylar (geometriler)
icinde olabilme sartlari, Gauss-Weingarten-Codazzi-Ricci denklemleri igin
[spil] ve [eis2] ye bakimz. R? deki yiizeylerin Gauss- Weingarten-Codazzi
denklemlerini diferansiyel formlar cinsinden ifadeleri i¢in [flal] kaynagina
bakiniz. Solitonlar kurami igin pek-cok kaynak verilebilir fakat egitici ol-
malar1 agisindan [abll], [abl2] ve [dral] en uygun buldugum kaynaklardir.
Ozellikle [dral] kullanilarak Matematik yada Fizik béliimlerinde bir lisans
dersi verilebilir. Bunlarin diginda vermis oldugumuz kaynaklar soliton yiizey-
leri ve egrileri iizerine olan teknik makalelerdir. Bu makaleler konunun diger
kayda deger caligmalarindan da bahsederler.

Son olarak belirtmek istedigim bir noktada bu notlarin seviyesi hakkindadir.
Farkl: disiplindeki aragtiricilar ve Lisans Ustii (Master ve Doktora) 6grencilerin
de kolayca anlayabilecegini umdugum bir seviye tutturmaya calistim. Bu
notlarin konuyu bilenlere getirecegi herhangi bir yenilik olmayacaktir.



2. EGRILER

R3 de bir egriyi @ : I — R? geklinde bir aralhk I dan (R?) e bir
gonderim olarak tamimlariz. Diizgiin bir egri her noktasinda tanimh ve

tlirevlenebilir bir teget kabul eder. Eger ¢ € I ise «a(t) egrinin her nok-

da
dt

olarak verilir. Biz burada genellikten hig bir sey kaybetmeden ¢ parametresini

tasindaki durum vektoriinii belirler. Her noktadaki teget vektori t =

yay uzunlugu parametresi olarak kabul edecegiz. Boyle bir durumda teget
vektoriiniin boyu bir olacaktir , [t| = 1. Bu baslangig ile egrinin her nok-
tasinda taniml ve o noktadaki uzayin bazini olugturacak bir ii¢lii {t,n, b},
inga etmek miimkiindiir. Eger <, > , R? deki standart i¢ carpimi tanmimlarsa
bu ii¢lii bu ¢arpima gore ortonormal bir set olugturur. Yani

<t,t >=<n,n>=<b,b>=1 (1)

Diger carpimlar sifirdir. Bu ticliiye Serre-Frenet tigliisii denir ve egri iizerindeki
degisimi agagidaki Serret-Frenet (SF) denklemleriyle verilir.

= kn, (2)
n = —kt— b, (3)
b = 7, (4)

burada bir harfin iizerindeki nokta ¢ parametresine gore tiirevi igaret eder, k
ve T egriyi karakterize eden egrilik ve burulma fonksiyonlaridir. Bu fonksiy-
onlar egriyi tamamen belirlerler (dénme ve Gteleme simetrik olan yiizey-
leri aym kabul ediyoruz, izometrik yizyeler ). SF denklemlerinin daha ka-
pali fakat ilerde igimize yarayacak matris sekilini verelim. E = (t,n,b)T

ve
0 k£ O
Q= -k 0 —7 |, (5)
0 7 O

olsun. Dikkat edilirse €2 anti-simetrik ve izi sifir olan bir matristir. SF den-
klemelri bunlar cinsinden basitce



dFE

o QF, (6)
seklinde yazilabilir. Diizgiin egriler ile ilgilendigimizden, biz burada her iki
fonksiyonuda (k ve 7) her mertebeden tiirevlenebilir olarak kabul edecegiz.
Gergi bu sart hafifletilebilir ama biz k ve 7 fonksiyonlarinin yeterli tiirevlenebilir
fonksiyonlar olarak alacagiz. Diizlem egrilerinde burulma sifir (7 = 0) oldugundan
yukardaki denklemler daha basittir. Ilerde kullanacagimiz icin bu halide vere-

lim

t = kn, (7)
n=—kt (8)

Gorecegizki pekcok integre edilebilir denklemer icin diizlem egrileri yeterli
olacaktir.

Eger R? yerine farkl bir uzay Minkowski M5 uzayim alsaydik yukardaki
denklemler biraz farkh olacakti. Eger <, > , M3 deki i¢ ¢carpim ise , burada
ortonormal baz {t,n,b}

<t,t>=1 <nn>=-1, <bb>=-1, (9)

diklik sartlarini saglar. Bu diklik sartlariyla SF denklemleri

= kn, (10)
n = kt—r7b, (11)
b = 7n, (12)

seklini alir. Gorecegizki baz1 denklemlere ait egriler R3 de yer almayacaklar.
Dolayisiyle sinyatiir degisikligi olduk¢a 6nemli olacaktir. SF denklemlerinin
degisik sinyatiirden ii¢ boyutlu geometrilerde ifadesi ve soliton denklemleri
ile iligkisi i¢in [giirl] kaynagina bakimiz.



3. YUZEYLER

R? de yiizeyler X : © — R? bir actk kiime Q@ € R? den R? ye bir
gonderme olarak tamimlariz. Yiizeyin her noktasindaki konum vektori, (u,v) €
Qise X (u,v) = (z'(u,v), 2*(u,v), 23(u,v)) seklinde verilir. Diizgiin yiizeylerle
ugragacagimizdan, egrilerdeki SF ticliisti gibi yiizeylerin her noktasinda ta-
mimli ve o noktadaki R? iin bazini olusturacak bir iiclii {X,,, X,, N} tanimla-
mak miimkiindiir. Burada X, ve X, konum vektoriiniin, X (u, v), sirasiyla, u
ve v ye gore kismi tiirevleridir ve yiizeyin ilgili noktasindaki teget vektorleridir.
Yani o noktadaki teget uzaymin bazini tegkil ederler. N ise yiizeyin her
noktasinda tiirevlenebilir birim normal vektoridiir. Diizgiin yiizeylerde bu
vektor N = % seklinde verilir. Yiizeyin her noktasinda tanimli olan
bu iicliiniin degisimini veren denklemlere , Gauss-Weingarten denklemler:
denir ve goyle verilirler: z* = (u,v) olsun ve yiizeyin teget vektorlerini
kisaca X,, a = 1,2 geklinde verirsek Gauss-Weingarten (GW) denklemleri

agagidaki gekli alir.

Xab = Zch+habN7 (13)
Na = _nghdaXm (14>

burada tekrarlanan indeksler iizerinden 1 den 2 ye kadar toplam var kabul
edecegiz. Birinci ve ikinci temel form katsayilari sirasiyla g, ve hgp dir.
Temel formlar asagidaki sekilde bulunabilirler

Jap =< Xo, Xp >, hyy =< N, Xy >=— < N, Xp > . (15)

Yukardaki ifadelerdende anlagilcagi gibi her iki katsayr matrisi indekslerine
gore simetriktir. Burada <, > , R3 deki vektorlerin standart ic carpimidir.
Diger taraftan g% ise ¢ nin tersi olan ¢g~!' matrisinin elemanlaridir. Burada
g’ye bazen metrik tensoriide denilmektedir. Yiizeyin bitiin i¢ yerel ozellik-
lerini g sayesinde tayin etmek miimkiindiir. I'f, Christoffel semboludiir ve

1
be = 3 9" [gab.e + Gaeb — Gve.d) (16)



seklinde verilir. Yiizeylerde GW denklemleri, egriler i¢in SF denklemler-
ine egdegerdirler. Yalniz SF denklemleri adi diferansiyel denklemler olduk-
larindan tutatarlilik problemleri yoktur. Oysa GW denklemleri kismi diferan-
siyel denklemlerdir. Bu nedenle tutarhliklar: kontrol edilmelidir. Yukardaki
(13) denklemlerini yeniden tiirevleyip her iki tarafin anti-simetrik kismini alirsak
yeni iki denklem sinifi ile kargilagiriz. Bu denklemlere Gauss-Codazzi denk-
lemleri ad1 verilir ve sirasiyla agagidaki sekildedirler

Ripeq = 9% (hechvad — heahwa), (17)
hllb,C - FceLcheb = haC,b - Fthem (18)

burada Rj.,; Riemann egrilik tensortiniin bilegenleridir. Yukardaki ilk denk-
lem Gauss digeri ise Codazzi denklemleri olarak bilinirler. Bu denklemlere
ilave yeni tutarlilik denklemleri yoktur. Yani antisimetrik tiirevleme burada
kapanmaktadir. R? de bir yiizeyi karakterize eden degismezler Gauss ,K, ve
ortlama ,H, egrilikler G = g~! h matisinin determinanti ve izi olarak verilirler

1
K =det(¢g7'h), H= 3 iz (g~ h) (19)
Simdi yerel olarak goyle bir 6nerme yapabiliriz

Onerme 1. X,(u,v) ve X,(u,v) , R? de tirevlenebilir bagimsiz vektorler
olsun. Eger X, , = X,,, 1se bu vektorleri her noktasinda teget vektori olarak
kabul eden bir yizey vardir ve (izometrik olanlar disinda) tekdir.

Bu 6nermenin 6nemi, konum vektorii X (u,v) verilmeden yiizeyin yerel 6-
zelliklerini tayin etmenin miimkiin olmasidir. Temel formlar (15), Gauss
ve ortalama egrilikleri de (19) denklemlerinden bulunabilir. Bunlarda ilgili
yiizeyin yerel ozelliklerini tayin etmede yeterli olacaktir. Bazen temel form-
lar1 ¢izgi elemanlar ile gosteririz.

ds? = gap dz® dz®, ds?; = hgpda® da®. (20)

ok bilinen bir 6rnek, birinci temel formun katsayilarin



ds? = sin® 0 du® + cos” 6 dv?, (21)

seklinde alirsak yiizeyin Gauss egriligi

Opu — Oy = ;K sin 26, (22)

denklemini saglar yada birinci temel formu

ds? = du® + dv* — 2 cos 6 dudv, (23)

seklinde alirsak Gauss egriligi

0, = K sin 0, (24)

denklemini saglar. Farkli gibi goriinselerde yukardaki temel formlarin ta-
nimladigy yiizeyler izometriktirler (benzerdirler). Gauss egriliginin sabit ol-
mas1 durumunda ise sintis Gordon denkleminin cesitli sekillerini gérmiig ol-
maktayiz. Bu yiizeylerin R? de olabilmeleri icin ikinci temel form katsayila-
rint bulmaliy1z , 6yleki GC tutarlilik denklemleri saglansin. Bu tiir ytizeylere
klasik ornek kiire yiizeyidir. Burada h = g dir ve birim kiirede yiizeyin her
noktasinda K = 1 ve H = 1 dir. Sintis-Gordon denklemi ve kiire yiizeyi
iligkisi cok klasik bir ornektir. Kokeni Bianchi, Backlund gibi matematik-
cilere kadar gider. Tarihce icin Eisenhart’in kitabina bakmak yeterli olabilir
[eis1].

Ilerde yararh olacag icin R?® deki vektorleri su(2) cebrinin 2 x 2 matris
temsilleri cinsinden ifade edecegiz. Bunu yapmak i¢in bu temsildeki baz
elemanlarini, yani Pauli-sigma matrislerini kullanacagiz.

0 1 0 —i 10
01:(1 O>’02:<i0 )’03:<0—1>' (25)

R? deki herhangi bir X vektoriinii su(2) degerli temsili

k=3
F=iY Xfoy, (26)
k=1



seklindedir, burada X*, (k = 1,2,3) ler X vektoriiniin bilegenleridir. Yukar-
daki tanim (26) daha agk olarak

. X* X' —iX?
F=i <X1+iX2 — X3 ) #7)

Bu temsilde iki vektoriin i¢ carpimi < X, Y > agagidaki gekilde verilir
k=3

< F.G>= —;z'z FGQ) =Y X,V (28)
k=1

oyleki G' de Y vektoriiniin su(2) temsilidir. Bir vektoriin boyu ise

|F|=+\/< F,F > (29)

seklinde ifade edilir. Eger F' konum vektori X (u,v) nin su(2) temsili ise
F, ve F, teget vektorleri X,, ve X, nin su(2) temsilleri olur. Birim normal
vektorit N nin ise su(2) temsiline Z dersek,

[Fu, ]
|[Fu, Eull”
sekilinde bulunur. Burada [A,B] = AB — BA dir. Boylece yiizeyin her
noktasinda taniml {igliiniin su(2) temsilini verebiliriz.

7 = (30)

(Fu, F,, 2} (31)

Herhangi bir gekilde bu ti¢liiniin tayini , énerme 1 den dolay1 ylizeyin tesbiti
anlamina gelir. Soliton teorisinde genellikle ytizeyler bu yolla insa edilir. Bu
yolla temel formlar ise

(< F,EF,> <F,F,> h— < F,Z,> <F,Z,>
=\ <k, B> <F,F> ) N <F,Z,> <F, Z,>

olarak verilir, dolayisiyle ytizey egrilikleri kolayca bulunur.

1
K =det(g7'h), H= 52’2 (g7t h). (33)
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4. INTEGRE EDILEBILIR DENKLEMLER

Literatiire bakildiginda integre edilebilirligin taniminin tek olmadigini go-
riirtiz.  Neredeyse herkesin kendi tanimi bulunmaktadir. Bunlara ornek
olarak eger verilen bir KDD denklem agagidakilerden hehangi birinin sagliyorsa
Integre Edilebilir deriz. Lax formulasyonu kabul ediyorsa , Painleve’ 6zelligi
gosteriyorsa, Sifir Egrilik Formulasyonu kabul ediyorsa, Backlund Donii-
sumleri kabul ediyorsa, Uzatma Yap: kabul ediyorsa, Sonsuz tane Korunan
Nicelikleri varsa , Simetri Advm Operatori kabul ediyorsa gibi. Biz burada
yalniz Lax formulasyonuna ornekler verecegiz. Lax denklemlerinin , Lax
operatoriiniin hangi cebir i¢inde deger aldigina bagh olarak farkli formulas-
yonlar1 bulunmaktadir. Ornek olarak, pseudo diferansiyel oparatorler cebri,
polinom cebri ve matris cebri icinde deger alan Lax operatorleri gibi. Biz bu-
rada Lax formulasyonunu matrix cebri i¢inde kullanacagiz. Basit olmasi ve
R? deki yiizey teorisine uygunlugu acisinda 2 x 2 matrisslerle ilgilenecegiz.
Fazla sayidaki kuple KDD i¢in daha yiiksek boyutlu matrisler kullanamak
gerekir. Biz burda yalmz skalar (tek) KDD lerle ugrasacagimizdan 2 x 2
matrisler yeterli olacaktir.

Tamim 1 (Laz Denklemleri). ®(u,v; ), SU(2) degerli bir fonksiyon olsun
, oyleki (u,v) € Q C R? ve A € C ozdeger parametresi olarak bilinir. Lar
denklemleri

o, =UD, &,=V0, (34)
seklinde tanimlanir 6yleki U (u, v; X) ve V' (u, v; A) , su(2) degerli fonksiyonlar
olup (34) deki denklemlerin tutarlilik garti olan

U, =V, +UV -VU=0 (35)
denklemi saglarlar. Burada U ve V' Laz ¢ifti diye adlandirilirlar.

Denklem (34) su(2) degerli bir bagi tanimlar, denlem (35) de bu bagin
egriliginin diiz oldugunu soyler. Diferansiyel geometrik anlamda bu formu-
lasyona ayni zamanda sifir egrilik formulasyonuda denir.

11



Ornek 1 (Siniis-Gordon Denklemi). Eger yukardaki Lax denklemlerinde
Lax cifti U ve V yi

_ % (=6, 01+ Ao3), V = i (sinf oy — cos o), (36)

oyleki O(u, v) siniis-Gordon denklemini saglar

U

0y = sin b, (37)

ve A karmagik spektral parametresidir. Sintis-Gordon denklemi (37) tutarhlik
yada egrilik sifir denklemi (35) nin bir sonucudur. Yani (36) deki Lax ¢ifti
ancak (37) denklemi saglaniyorsa tutarhdirlar. Siniis-Gordon denkleminin
Lax denklemleri kullanilarak bu denklemin Backlund donustumleri, N-soliton
cozimleri, Sonsuz korunum yasalarini, dogrusal olmayan toplanma gibi ozel-
liklerini bulmak miimkiindiir. Bunlar i¢in [abll] ve [giir2] kaynaklarina
bakiniz.

Ornek 2 (mKdV Denklemi). Korteweg de Vries denkleminin bir mertebe
daha gelismis hali olan mKdV denklemi icin Lax cifti soyle verilir

. . ]
U= % (o3 — por), V= 72 (N = 5A0)05 + w01 + v203) (38)
oyleki
L4 2
V1 = Puu + 3P~ Ap, vy = —Apy. (39)
Burada p(u,v) mKdV denklemini saglayan fonksiyondur
3 5
Pv = Puuu T 50 Pu- <4O>

Aymni gekilde , Lax ¢ifti U ve V' kullanilarak mKdV denkleminin hemen hemen
en temel ozelliklerinin ortaya ¢ikarmak miikiindiir.
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5. EGRILERDEN DENKLEMLERE

SE' denklemleri egrinin her noktasinda tanimh olan SF ficliisiiniin £ =
(t,m,b)T egri iizerindeki hareketini belirler. Eger egri ayni zamanda bir
yiizey (S) tizerinde hareket ediyorsa, SF iigliisiiniin bu hareket yoniindeki
degigimini yazabilmemiz gerekecektir. Bunun i¢in bu yiizey (s,t) € Q@ — S
seklinde parametrize edilsin, 6yleki s egrinin yay uzunlugu parametresi, ¢t S
de ylizeyin ikinci parametresi olsunlar. Egrinin hareketi, SF denklemlerine
ek olarak, t yontindeki degisimini belirleyecek olan, SF fticliistintin ¢ tiirevleri

dE

i e (41)
seklinde verilir, oyleki I', izi sifir olan 3 x 3 anti-simetrik bir matristir. Bu
matris elemanlar1 serbest degildirler. Hatirlarsak SEF' denklemleri

dE

= QF (42)
seklinde idi, Oyleki €2 , denklem (5) de verilmektedir. SF denklemleri ile ¢

degisimini belirleyen (41) denklemlerinin tutarli olmasi sart1 bize

O —T,+Qr —TQ=0 (43)

denklemini verir. Bu denklem I' nin elemenlarinin egrinin , egriligi k& ve
burulmasi 7 cinsinden bulunmasim saglar. Ayni zamanda , 6zel secimlere
dayali olarak , k£ ve 7 arasinda diferansiyel iligki ortaya cikacaktir. Daha
aciklayicit olmasi nedeniyle diizlem egrilerini ele alalim. Burada I' matrisini
tahmin ederek degil ¢ degisimini konum vektoriinden baglatarak yapacagiz.
Konum vektorii a nin s ve ¢t yoniindeki degisimleri

do
d
d—? = pn+ wt (45)

seklinde olsunlar. Burada k egrinin egriligi , p ve w , s ve t nin fonksiyonla-
ridir. Yukardaki denklemlerin tutarhilik sartlar1 bize agagidakileri verecektir
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Wws = kpa (46>
t, = (ps+ kw)n. (47)

Denklem (47) teget vektoriin ¢ degisimini vermektedir. Bunun SF denklemi

% = kn ile tutarlilik sartlarina bakarsak

ke = (ps + wk)s, (48)
n; = _(ps + kw)ta > (49>
denklemlerini elde ederiz. Normal vektoriin SF denklemlerinden s tiirevi
9 — —kt ile (49) deki ¢ tiirevinin tiitarhlik sart1 olarak yeni bir sart elde

etmeyiz. Boylece I' matrisinin elemanlarida bulunmug olur. Buna ilaveten
goriiyoruzki k& bir denklem saglamak zorundadir. Eger (46) denklemindeki
w fonksiyonu egrilik fonksiyonun ¢ degigimini belirleyecek olan (48) denkle-
minde yerine konulursa

k= Dp+ k2 p+ ks / kpds, (50)

denklemi elde edilir, 6yleki D = %. Yukardaki denklem bize mKdV denklem-
inin simetri adim operatoriinii R hatirlatiyor. Basit bir islemle (50) istenen
sekli alir.

ki=Rp, R=D*+k +kD 'k (51)

Bu denklemdeki R operatorii mKdV denkleminin simetri adim operatorii ve

D' integral operatoriidiir. Ornegin p = k, seklinde alimirsa k nin sagladig den-
klem mKdV denklemi olur

kt - ksss + 2k2k3 (52>

Fakat, p(s,t) genel olarak serbest bir fonksiyondur. Bu fonksiyonun p =
R"ks , n pozitif tam say1, olarak aldigimizda (51) mKdV hiyerarsisi or-
taya gikacaktir. mKdV denkleminin her ¢éziimii (bilhassa soliton ¢oziimleri)
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diizlemde birbirinden farkli egriler verecektir. Bildigim kadariyla problemin
bu tarafiyla fazla ugrasilmamig. Yani mKdV ve hiyerarsisine kargi gelen
diizlem egrilerinin yerel ve genel 6zellikleri ¢caligilmamigtir. Sanirim bu egrileri
¢izdirmek miimkiindiir. Bu tiir bir bilgisayar caligmas1 baglangic olabilir.

Burada belirtilmesi gereken bir nokta p fonksiyonun herhangi bir se¢imi
farkli egrilere yol agacagi gibi k nin sagladigi denklemin integre edilebilir
olmast gerekmez. Ornegin p = e* secerek elde edilecek olan (51) denklemi
integre edilebilir tiirden degildir.

Yukarda diizlem egrileri icin yapilan uyguluma benzer sekilde R3 de
yapilabilir. Orada ayrica burulma fonksiyonu 7 i¢inde ayr1 bir denklem or-
taya cikacaktir. Boylece dogrusal olmayan kuple denklemler elde edilir. Bu
konuda daha detayli bilgi edinmek isteyenler igin [giirl] kaynagim tavsiye
edebilirim. Bu caligmada ayrica Minkowski diizlemindeki egrilerde ince-
lenmistir. Boylece R? deki diizlem egrilerinden elde edilemeyen bazi denk-
lemlerde elde edilebilmigtir. Ornek olarak eger sinyatiirii 1 4+ 2¢ olan {ig
boyutlu genel bir uzaym (R3 i¢in € = 1 ve Mj i¢in € = —1) yukardaki uygu-
lama ile diizlem egrilerinde mKdV denkleminin her iki isaretlisinide bulmak
mimkindir, k = kg + % ek ks.

Ayrica dogrusal olmayan Schrodinger denkleminin ortaya cikarilisi igin
[hos1] e ve bu konunun ilkleri olmasindan 6tiirii [lam1] e bakimiz. Hosi-
moto dogrusal olmayan Schrodinger denkleminin soliton ¢oziimleri ile dogada
olusan hortum olay1 arasinda bir iligki kurmaya c¢aligir.
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6. DENKLEMLERDEN YUZEYLERE

Daha oncede belirttigim gibi ylizey teorisi bircok arastirici tarafindan
soliton teorisinde kullanilmigtir. Buradaki asil amag yiizey teorisinden yeni
integre edilebilir denklemler bulmaktir. Bu tiir ugrasa ornek olarak ve il-
gili kaynaklara ulagmak amaciyla [glir3] kaynagina bakimiz. Biz bu ¢a-
lismada , integre edilebilen denklemlerden yiizeylere ulagmaya caligacagiz.
Bunun ic¢in ilk 6nce Lax denklemerinden baslayacagiz. Asagidaki 6onerme in-
tegre edilebilen bir denklem ve ilgili Lax denklemi ile baglantiy1 saglayacak
formiilii vermektedir.

Onerme 2. ®, U ve V matrisleri (34) ve (35) denklemlerini saglasin. A ve
B gibi su(2) degerli iki fonksiyon

A, — B, +[A V] +[U,B] =0, (53)
denklemini saglasin. Oyleyse her A ve B cifti icin R® de bir yizey ailesi
vardir ve yizeyin konum vektorunin tirevler:

F,=d1'40®,, F,=0"'B® (54)
olarak verilir.

Burada yizey ailesi diyorum, ¢iinki genellikle A B ¢ifti serbest sabitlere
bagh olarak bulunur. Isbati i¢in tutarlilik sart1 olan (F,), = (F,), denklem-
inin saglanmasi gerekir. Bunu denklem (53) saglamaktadir. Bu yiizeylerin
geometrik niceliklerini daha 6nce vermistik ama simdi yeni tanimlar cinsin-
den yeniden verelim (birinci ve ikinci temel form matrisleri)

B <AA> <AB> (55)
9=\ <AB> <BB> )
ho— <A, +[AUL,C> <A, +[AV],C > (56)
<A, +[AV],C> <B,+[B,V],C> )]’

olarak verilir, dolayisiyle ylizey egrilikleri kolayca bulunur.
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1
K =det(g7'h), H= 5 iz (g7 h). (57)

Burada, normal vektore tekabiil eden matris , teget uzayin elemanlarina ben-
zer olarak [(54)], Z = ®~'C'® geklinde alindi. Yani yiizeyin her noktasinda
tanimli olarak verdigimiz tiglii {X,,, X,,, N} ye es olarak onlarin matris temsil-
leri {A, B, C'} kullamlmaktadir, dyleki , (30) den dolayr C' matrisi agagidaki
sekildedir.
4, B
C 1A, B]| (58)
Simdi buradaki strateji soyle ifade edilebilir. SU(2) Lax formiilasyonu
olan olan bir diferansiyel denklem icin A ve B matrislerini bulmak ondan
sonra temel formlar1 g, h ve sonrada yiizeyin Gauss ve ortalama egriliklerini
hesaplamak, miimkiinse son olarak F' nin kendisini bulmak. Tabiki bun-
larin sonucunda yiizeyin Ozelliklerini arastirmak olacaktir. Genellikle bu tiir
stratejide yiizeyin konum vektoriinii analitik olarak bulmak zordur. Yani
yizeyi ¢izdirmek i¢in niimerik hesap yontemlerine ihtiya¢ duyulmaktadir.
Simdi bir ornek verelim.

Ornek 3. Lax denklemi U, — V, + [U,V] = 0 saglayan Lax ¢ifti U, V/

10, —Qe7? 0 b2
( %69/2 0 ) V Qe_g/z %‘92 (59)

olarak verilsinler. Burada kompleks koordinatlar kullanilmaktadir, z = “t%

ve bir harfin tizerindeki ¢izgi onun kompleks eselenegi anlamindadir. Yukar-
daki Lax denklemleri agildiginda 6, @ ve H fonksiyonlarinin sagladigi kuple
dogrusal olmayan bir denklem setine doniigiir.

1 _

Uz + §H2ee - ZQQeie = 07 (6())
1 1

QE = §HZ€97 Qz = EHEGG (61)

Bu denklem seti bizim ilgilendigimiz integre edilebilen denklemleri ve yukar-
daki U ve V ilgili Lax cifti olsun. Oyleyse agagidaki A ve B
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0 0 0 —ie?/?
A= B = 2
( —ie?/? O)7 (O 0 ) (62)

Onerme 2 deki (53) sarti saglar, dolayisiyle ilgili yiizeyin her noktasinda
tanimh olan {iglii {F., F;, Z}

F, = —i?97! 00 o, F.=—ie!?d! 01 d,  (63)
10 0 0
N = —i<1>_1<(1) (11)(1)’ (64)

olur. Burada ®, = U® ve ®; = V®. Dolayisiyle ylizeyin temel formlar:

dsi =€’ dzdz, dsi; = Qdz* + He’dzdz + Qdz’ (65)

olarak bulunur ve egrilikleri K ve H asagidaki denklemleri saglarlar

_ 1 _
K=H?>-2QQe % 0, + 5H2e9 —2QQe™? = 0. (66)

Bu 6rnek i¢in [bobl] e bakiniz.
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7. SOLITON YUZEYLERI

Bir 6nceki boliimde denklemlerle ylizeyler arasindaki baglanti formiiliindeki
(54) A ve B matrislerini bulmak igin (53) denklemini ¢ézmek ve ayni za-
manda konum vektoriinii ifade etmek genellikle zordur. Bunu kolaylagtirmak
icin bir degisim operatori, o, tanmmmlayacagiz. Burdaki degisim operatorii u
ve v yoniindeki kismi tiirevlerle yer degistirme ozelligi gosterir. Bu tir op-
eratorlere biraz sonra ornekler verecegiz.

Tanim 3. § tiirevlenebilir fonksiyonlar tizerine etki eden bir operator olsun.
Eger § asagidaki sartlari sagliyorsa ona degisim operatori diyecegiz

50, = 0,8, 380, = 0,6, (67)
6(fg)=206(f)g+ folg), (68)
S(af +bg) = ad(f) + bd(g). (69)

Burada f ve g tiirevlenebilir fonksiyonlar a ve b sabitleridir. Asagidaki
onerme A ve B matrislerinin ¢oziimiine bir ¢are getirmektedir

Onerme 3. &, U, ve V Laz denklemlerini (34), (35) saglayan matrisler,
A =0U ve B =0V olsunlar. Oyleyse Onerme 2 deki (53) denklemi otomotik
saglanir ve

(@16D), =P AP, (70)
(@160), = 'B® (71)

esitliklery bulunur.

Yukardaki onerme her degisim operatorii igin bir ylizey ailesi vermektedir.
Bu 6nermenin devami olabilecek ve degisim operatorlerinin ilgili yiizeylerle
dogrudan baglayacak ve konum vektorlerininde ifadesini veren bir bagka
onerme verelim.

Onerme 4. F yuzeyler kisminda bahsedilen su(2) degerli konum vektori ol-
sun. Bu vekor ve tirevler:
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F = &7'60, (72)
F, = & 1AQ, (73)
F, = ®'Bo,, (74)

seklinde verilir. Burada ®, A ve B onerme 2 ve 8 deki matrislerdir.

Isbat icin , yiizeyler kisminda belirtildigi {izere gosterilmesi gereken tutarlihik
sartidir, yani (F,,), = (F,), olmasi gerekir. Bu da Onerme 3 den dolay1 zaten
saglanmaktadir. Bu 6nerme ile her denkleme karsi gelen bir yada birden fazla
yiizey (d operatoriine baglh olarak) bulmak miimkiin olacaktir.

Simdi soliton teorisinde var olan degisim operatorlerini bulmak onem
kazanmaktadir. Yukardaki énermenin kullanilabilirligi § operatoriiniin var-
ligina dayanmaktadir. Asagidaki onerme bunun cevabini vermektedir. Bu-
rada soliton denklemlerinin degisiminden bahsettigimiz zaman yalniz integre
edilebilen denklemin degisiminden degil ayn zamanda Lax denklemlerinin
degisimindende bahsedecegiz.

Onerme 5. Asagidakiler soltion denklemlerinin degisim operatorleridir:

a). Dogrusal olmayan integre edilebilir denklem spektral parametre degisiminden
etkilenmez. Bu durumda 6 degisim operatori , 6 = 8% seklinde olur. Boylece
yuzey konum vektori ve tiurevieri

_, 0D
¢ 157 (75>
F, = @1633(13, (76)
o0V
F, = ¢ 15<D, (77)

yani A = g—g ve B = %—‘; seklindedir. Bu baglanty formailler: ilk kez Sym

tarafindan verilmistir, [sym1].

b). Bir baska degisim, Lax denklemlerinin SU(2) ayar dontgimleridir.
Bu donustiumler altinda ®, U, ve V' degisir,
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P = SO, (78)
U = SUSt+5,81 (79)
Vi = Svst4+S,8t (80)

(81)

ama Laz denklemlerinin sekli dejismez. Burada S , SU(2) degerli bir fonksiyon-
dur. Yukardaki ayar dintisumleri bize yeni bir & operatori tanvmlayacaktor.
Bu yukardaki ayar donisimlerinin sonsuz kictk seklidir. Eger S =1+ ¢eM,
oyleki €2 = 0 alinarsa , 6® = M® olur, dolaysiyle yiizeyin konum vektori ve
turevler: asagidaki sekilde bulunurlar.

F = & 'M, (82)
oM

A = %JF[M,U], (83)
oM

c). Dogrusal olmayan integre edilebilen denklemlerin kendi simetrileri.
Bunlar iki tirdir. ki denklemin kendisini koruyan klasik Lie simetrileri
digeri ise ¢ozimleri ¢ozumlere gotiuren donusimlere ait olan genel simetril-
erdir. Aslinda tanwm itibariyle genel simetriler klasik Lie simetrilerini icerirler.
Her ikisi i¢inde [olv1l] kaynagina bakiniz. Bu simetrilere ait degisim operato-
i Freche't tirevi olarak alinar (bakiniz [fok1] ve [cfgl]). Yani, tirevienebilir

dF (u+ev)
de

bir F' fonksiyonu i¢in 0F (u) = lim_ seklinde verilir. Bu durumda

yuzeyin konum vektori ve turevler:

F = &9, (85)
A = oU, (36)
B = 6V (87)

seklinde verilirler.
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Bu 6nerme , Lax formiilasyonu olan denklemler ile ilgili yiizeyler arasindaki
baglantiy1 kolayca saglayacaktir. Bunu orneklerle gosterecegiz. Ama once
kiire yiizeyi ile ilgili iki onerme verelim.

Onerme 6. Denklemlerden bagimsiz olarak, ejer Onerme 5 (b) deki M
matrisinin determinants sabit ise, yani det M = R? = sabit ise , ilgili yiizey
yaricapr R olan bir kiire yuzeyidir.

Isbat icin (82) in iki tarafinin determinantin almak yeterli olacaktir. Bazi denk-
lemlerin ya u yoniinde ya da v yoniinde (ya da her ikisindede) 6teleme simet-
risi vardir. Boyle bir durmumda 6 = 0, ya da § = J, alinabilir. Biz burada
her yonde oteleme olabilecegi diisiincesi ile 6 = a0, + b0, olarak alacagiz,
oyleki a ve b serbest sabitlerdir.

Onerme 7. Eger § = a0, + b0, simetri operatori ise, oyleki a ve b serbest
sabitlerdir ve det (aU + bV) = R? = sabit ise, ilgili yizey yaricapr R olan
ktire yuzeyidir.

Eger 6 = ad,+bd, ise dnerme 6 (c) deki (85) ve (34) den dolay1 F' = ! (aU+
bV)® olacak, buda bize det F' = det (aU +bV) = R? estligini verecektir.
Goroyoruzki kiire yiizeyi 6zel bir denklemin ilgili yiizeyi olmaktan ¢ok, 6zel
ayar doniisiimii yada 6zel Lie simetrilerine ait olarak ortaya ¢ikmaktadir.
Asagida, siniis-Gordon denklemi i¢in iki farkli yiizey ailesi bulacagz. Ilki
spektral parametre degismezliginden , ikinciside genel simetrilerden ortaya

cikan ytizeylerdir.
Ornek 4. U ve V siniis-Gordon denkleminin (37) Lax cifti (36) ve § = Z

olsun. Oyleyse A = pd = %oy B =p2 = —2& (sinf oy — cosfos)

olacaktir. Burada pu serbest bir sabittir. Dolayisiyle ylizeyin temel formlar: ve
egrilikleri agagidaki gibi bulunurlar

2 s 2, 2 Ly
ds; = o (du + v cos 0 dudv + u dv ) : (88)
dsi, = j:% sin 0 dudv, (89)
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4)\2 4\
K = ——, H=+4—cotf (90)
1 7
Burda ortaya gikan yiizeyler, Gauss egriligi (negatif) sabit olan yiizeylerdir.
Eger 0 siniis-Gordon denkleminin her iki sonsuzda (u — =£o00) kendisi ve
tiirevleri sonen ¢oziimleri (solitonlar) temsil ediyorsa agagidaki integral esitligini
saglar.

/°° Vg Kdu =0, (91)

Ornek 5. Yine U ve V siniis-Gordon denklemine ait Lax cifti ve 66 =

¢ linear denklemin c¢oziimleri olan genel simetriler olsun. Yani ¢, ¢,, =
¢ cosf denklemini saglasin. Oyleyse A = —%% o, B = ﬁqf)(cos&og +

sin o3) bulunur. Dolayisiyle yiizeyin temel formlar: ve egrilikleri agagidaki
gibi bulunurlar.

it = L (p2a 1 a? 92
ST = 3 Oy du” + e (92)
1 1
A = (A@ sin ¢ du + 566, dv2>, (93)
4X26), sin 0 I\ (Gu By + 66)
K = T, H = 9 94
v v (54

Sintis-Gordon , 6, = sinf denkleminin simetri denklemi olan ¢,, = ¢ cosf
denklemini ¢Ozen sonsuz tane ¢Ozimii yani sonsuz tane genel simetrileri
vardir. Ornek olarak

0,> 6,°
T e+ 2
2’ + 2

simetrileri alinabilir. Her simetri i¢in bir yiizey ailesi olacagindan, sintis-

¢ = Huu 01)7 Quuu + (95)

Gordon denkleminden sonsuz tane ylizey ailesi tiiretmek miimkiindiir. Bu
sonug yalniz siniis-Gordon denklemi icin degil Lax formiilasyonu kabul eden
tim denklemler icin gecerlidir.
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8. BAZI OZEL YUZEYLER

Gauss, ve ortalama egriklilerinin sagladig1 6zel sartlara bagh olarak ytizeyler
agsagidaki gibi siniflandirilabilirler;

1) Minimal yiizeyler: H = 0;

2) Sabit ortalama egrilikli ytlizeyler: H = sabit;

3) Porzitif sabit Gauss egrilikli yiizeyler: K = sabit > 0;

4) Negatif sabit Gauss egrilikli yilizeyler: K = sabit < 0;

5) Weingarten yiizeyleri: Egrilikleri K ve H arasinda iligki olan yiizeyler;

6) Bonnet yiizeyleri: Temel egrilikleri degistirmeyen ve basit olmayan izometri
kabul eden yiizeyler;

7) Ortalama egriligin tersinin harmonik oldugu yiizeyler. Yani VQ% =
0 sartim saglayan yiizeyler. Burada V? yiizey uzerinde tanmimlh Laplace-

Beltrami differansiyel operatoridiir;
1

8) Bianchi yiizeyleri: Gauss egriliginin yiizey tizerindeki isaretine gore V2 =

0 ya da V2\/+—K = ( sartin1 saglayan yiizeyler;
9) Willmore yiizeyleri: V2H + 2H(H? — K) = 0 sartim saglayan yiizeyler.

Gauss ve Ortalama egriliklerin sabit oldugu ytizeyler klasik diferansiyel
geometri kitaplarinda detayli olarak iglenen yiizeyledir. Burada bunlardan
bahsetmeyecegim. Soliton denklemlerinin asil etkilemesi diigiiniilen ytizeyler
yukardaki siralamda Weingarten ve ondan sonraki ytlizeylerdir. Biz burada
ornek olarak yalniz ikisinden bahsedecegiz

Ornek 6. (Weingarten Yiizeyleri) Yine siniis-Gordon denklemine ait Lax
¢ifti U ve V' yi alalhm ama bu kez degisim operatoriinii spektral parametre
degismezligi ve sabit ayar doniistimlerinin lineer toplami alalim. Yani, A =
U = p2¥ + 2oy, U] ve B = 6V = p%% + 2[5y, V] olsun. Dolayisiyle
C = —ioy olcaktir. Burada yiizeyin temel formlarini ve egriliklerini ¢ok uzun
olmalarindan otiirii yazamayacagiz ama K ile H ¢ok basit bir iligki saglar.

Eger p # 0 ise

(112 4+ N2p?)K + 2pN\2H 4 4X? = 0, (96)

Bu esitlik bize elde edilen yilizeyin dogrusal bir Weingarten yiizeyi oldugunu
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soylemektedir. Dogrusal Weingarten ytizeyleri Gauss egriligi sabit olan yiizeylere
paralel yiizeylerdir. Buradaki ylzey Gauss egriligi negatif sabit olan bir
yiizeye paraleldir ve uzakhgi p/4 dir. Eger p = 0 ise elde edilen yiizey Wein-
garten ylizeyi degil ama Gauss egriligi sabit negatif (K = —%f) bir yiizey-
dir (Ornek 4 e bakimz). Burada bu yiizeylerin biitiin dogrusal Weingarten
yiizeylerini temsil (karakterize) etmeyecegi kesin, ¢iinki Gauss egriligi pozitif
sabit olan yiizeylere paralel yiizeyler burada kapsanmiyor. Eger hiperbolik
sinus-Gordon denklemi ve ilgili Lax denklemi alinirsa her iki tiir Weingarten
yiizeyine ulagmak miimkiindiir. Bunun i¢in [cfgl] kaynagina bakimiz. Ayrica

dogrusal olmayan Weingarten ytizeyleri icinde ayni kaynaga bakiniz.

Ornek 7. (Willmore Yiizeyleri) Bu yiizeylerin temel o6zelligi Willmore
fonksiyoelini , W = [ [ det /g H*dzdZ, minimize (yada maksimize) etmeleridir.
Eger Ornek 3 deki H fonksiyon ayrica

H.:+4HQQe " =0, (97)

denklemini saglar ise bu yiizey Willmore yiizeyi olur. Elbette bu denklem ve
Ornek 3 deki 0, Q, Q ve H denklemlerinin tutarl ¢iiziimleri olmas: gereke-
cektir. Simdi R3 deki bir Willmore yiizeyinin temel formlarimi ve egriliklerini
tekrar yazalim.

ds? = e’dzdz, ds?; = Qdz* + Heldzdz + Qdz?, (98)
_ 1 _
K = H?>-2QQ¢ ™%, 0, + 5H? e —2Q0Qe % = 0. (99)

0, (Q ve H fonksiyonlarimin sagladigi denklemleri sirasiyla verelim.

Gauss denklemi

1 _
0, + §H269 —2QQe™? =0, (100)
Codazzi denklemleri
1 0 ~ 1 0
Qg = ine 5 Qz = nge (101)



Willmore denklemi
H.: +4HQQe ™" =0 (102)

Yukardaki ii¢c kuple denklemin coziimleri R? icindeki Willmore yiizeyleri vere-
cektir. Baz 6zel ¢oziimler verelim: (a) Minimal ylizeyler H = Q = 0 ve 6
harmonik bir fonksiyon. (b) Kiire yiizeyi, H = X\ , K = \o?, oyleki Ao
serbest bir sabittir. () = 0 ve 6 Liouville denklemini saglar 6, + %)\0260 = 0.
Liouville denklemi kesin olarak ¢oziilebilir bir denklemdir. (c) Gauss egriligi
sifir (developable) yiizeyler, K = 0 , § = sabit, Q = Q = %Hee ve H,
H.; + H?e% = 0 denklemini saglar. Bu denklemi tek degiskenli bir diferan-
siyel denkleme indirgeyerek Jacobi eliptik fonksiyonlari cinsinden ¢oztimlerini
bulmak miimkiindiir. (d) Kaynak [wil2] de, Willmore kendisi 6zel bir torus
¢oziimiinden bahseder. Bu ¢oziimii burada agikca verecegiz.

Torus: Torus tlizerindeki her nokta agagidaki konum vektorii ile tanimlanir
[manl].

X (u,v) = ((a+ rcosu)cosv, (a+rcosu)sinov, rsinu) (103)

oyleki 0 < u < 27,0 < v < 27 ve a > r. Diger taraftan a ve r torusun biiyiik
ve kiiciik yaricaplar: olan sabitlerdir. Buradan temel formlar:

ds; = r*du’® + (a+rcosu)’dv®, (104)
ds3; = rdu®+ (a+rcosu) cosudv?, (105)

seklinde ve yiizeyin egrilikleri icin

K— cos U 7 H:l 1+ cos U (106)
r(a+rcosu) 2\r  (a+rcosu)

ifadelerini buluruz. Buradaki ilk gozlemimiz torus yiizeyinin dogrusal bir
Weingarten yiizeyi olmasidir, i.e.,

1
2H — - —rK =0. (107)
T
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L . . . . . . . . ) o 2 #2
Ikinci gozlemimiz ise, Willmore fonksiyoneli W = [ [¢ H°do = =« /e

seklinde bulunur, oyleki p = ¢ ve W nin endusiik degeri p? = 2 oldugu
zaman elde edilmesidir. Ayrica bu sonuca uygun olarak yukardaki H ve K

nin Wilmore denklemini

V2H +2H(H* - K) =0 (108)

a = \/2r sart1 altinda saglamaktadir. Yani a = v/2r torusu bir Willmore
yiizeyidir. Konformal koordinatlarda bu yiizey asagidaki gibi verilir (Ornek
3 ve 7 ye bakiniz)

R ki) (109)
(@ — rcosw)?
2 _ 2
@ = 4r?(z(CL—Tc?;s)w)’ (110)
- QZ;O% (111)
- _:(:2 “_C;fj)“’, (112)

oyleki w = (2 +2) ve a = V27

Willmore yiizeyleri bircok disiplini ilgilendiren yiizeyler olmug ve halada
ilgi devam etmektedir. Bunun i¢in [will] | [wil2], [glir4] , kirmizi kan
hiicreleri ile ilgili olarak, [zhol] ve yiiksek enerji fizginde [pvil] kaynaklarina
bakiniz.
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9. SONUC

Biz bu derlemede SU(2) Lax formulasyonuna uyan soliton denklemleri
ve onlarm simetrilerinden ortaya cikabilecek R? icindeki yiizeylerin genel
ingasini ve bazi ornekler verdik. Burada yaptigimiz biitiin soliton denklem-
lerini igermez. Ciinki, KdV denklemi gibi birgok soliton denklemi SU(2)
Lax formulasyonu i¢inde degildir. Bunlar i¢in SL(2, R) Lax formulasyonu
almak gerekir. Buradan elde edilecek yiizeyler R? icinde degil ama Minkowski
uzay1l Mj iginde olacaktir. Ayrica biz burada yalmiz iki bagimsiz degigkenli
diferansiyel denklemleri inceledik. Daha yiiksek boyutta benzer formulasyon
kurulabilir. Burada 6nemli olan diferansiyel denklemin belirli bir grup degerli
Lax formulasyonun varhgidir. Bunun i¢in [dod1] kaynagina bakimiz.

Burada ortaya cikan yiizeylerin yerel ve genel ozellikleri iizerinde fazla
durmadik. Ashnda literatiirdede fazla duran yoktur. FEn fazla tizerinde
durdugumuz konu ortaya ¢ikan yiizeyin hangi siniflandirmaya girdigi yada
ortaya ¢ikan yiizey ailesinin bir sinifi tamamen temsil edip edemeyecegidir.
Bildigim kadariyla bu yiizeylerin R? icindeki durumlarmi iyi anlayabilmek
icin niimerik calismalarda yapilmis degil. Ornek olarak siniis-Gordon denkle-
minin genel simetrilerinden ortaya ¢ikan ytizeyelerin ovaloid olma iddias1 bu
yuzeyler cizdirilerek anlagilabilir diigiincesindeyim.
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