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Zusammenfassung

Bei diesem Artikel handelt es sich um ein Plidoyer fiir die Einbindung geo-
metrischer Methoden in die elementare Algebra und Zahlentheorie. Vor dem
Hintergrund des Gruppengesetzes auf Kegelschnitten wird dabei eine Briicke
geschlagen von pythagoreischen Tripeln {iber das quadratische Reziprozitétsge-
setz bis hin zu modernen Faktorisierungsalgorithmen.



Einfiihrung

Primzahlen und Kreise gehtren zu denjenigen mathematischen Begriffen, die
wir von den Griechen geerbt haben. Nach mehr als zwei Jahrtausenden der Un-
abhangigkeit ist unser Jahrhundert Zeuge der Heirat zwischen Arithmetik und
Geometrie geworden. Und wie die Einfiihrung der analytischen Geometrie die
Losung einiger klassischer Probleme erlaubt hat, indem sie die geometrischen
Fragestellungen in solche der Algebra iibersetzt hat, so beginnt nun die Kom-
bination von Arithmetik und Geometrie ihre Macht zu zeigen, indem sie uns in
die Lage versetzt hat, einige der beriihmtesten Vermutungen der diophantischen
Analysis zu beweisen.

Nun ist es aber so, dafl das Zusammenspiel dieser beiden Disziplinen bereits
auf einem Niveau gewiirdigt werden kann, welches weit unter demjenigen liegt,
das die Beweise der Mordellschen oder Fermatschen Vermutung beheimatet: bei-
spielsweise bietet die Arithmetik auf Kreisen (oder, etwas allgemeiner, auf Ke-
gelschnitten) ein ideales Medium, um die grundlegendsten Begriffe aus Algebra
und Zahlentheorie zu illustrieren. Dariiberhinaus reichen die Anwendungen von
einem Beweis des quadratischen Reziprozititsgesetzes bis hin zu Primalitétstests
oder Faktorisierungsalgorithmen fiir grofle Zahlen, und es lassen sich Briicken
schlagen zu L-Reihen quadratischer Zahlkérper, Lokal-Global-Prinzipien, den
Weil-Vermutungen oder klassischen Ergebnissen wie dem 4-Quadrate-Satz.

Der Einfachheit und Niitzlichkeit dieser Methoden steht allerdings die Tatsa-
che gegeniiber, daf} sie — eben weil sie von arithmetischen Geometern als trivial
angesehen werden — nicht den Bekanntheitsgrad erreicht haben, den sie meiner
Meinung nach verdient hitten. Dem mochte dieser Artikel abhelfen.

1. Pythagoreische Tripel

Ein Pythagoreisches Tripel besteht aus drei ganzen Zahlen (a, b, ¢) mit a? +b% =
c?; es heifit primitiv, wenn diese Zahlen teilerfremd (und damit # 0) sind. Teilt
man a? + b?> = ¢ durch ¢ und setzt = a/c, y = b/c, so erkennt man, daf
primitive Pythagoreische Tripel den rationalen Punkten auf dem Einheitskreis
22 4+ y? = 1 entsprechen, also Elementen der Menge

CQ ={(z,y): 2,y € Q 2° +y*> =1}.

Es gibt diverse Methoden, alle solchen rationalen Punkte auf dem Einheits-
kreis zu finden: in seinen Vorlesungen iiber Zahlentheorie [29] hat Kronecker
zwei davon vorgefiihrt:! einen arithmetischen Beweis, der die Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung ausnutzt, sowie einen analytischen Beweis, der auf der Pa-
rametrisierung von C durch trigonometrische Funktionen beruht.

Der arithmetische Beweis beginnt mit der Beobachtung, dafl wir a, b und c als
paarweise teilerfremde natiirliche Zahlen voraussetzen diirfen. Betrachtet man
dann a®?+b? = ¢? modulo 4, so sieht man, daf ¢ ungerade sein muf}. Damit diirfen

1Ono [52] gibt sogar fiinf verschiedene Methoden.



wir dann annehmen, dafl a gerade und b ungerade ist. Jetzt schreiben wir die
Gleichung in der Form b = ¢ —a? = (¢+a)(c—a). Da jeder gemeinsame Teiler
von ¢+ a und ¢ —a deren Summe 2¢ und Differenz 2a teilt, und weil weiter c+a
ungerade und (a, c) = 1 ist, folgt aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung
in Z,dafl ¢+ a und ¢ — a bis auf einen moglichen Faktor —1 beide Quadrate sein
miissen. Wegen c+a > 0 ist das Vorzeichen aber positiv, d.h. es gibt r,¢ € N mit

c+a=r? c—a=t>und b= rt. Dies liefert a = 3(r> —?) und ¢ = 1 (r? + ¢?),

2 2
: _a _ 1 —t _ b _ _2rt : _ 1
und damit z = e =Togi und y = ¢ = e oder, mit m = v
1—m? 2m

T=TrE Y T (1)
Man beachte, dafl wir beim Dividieren durch r die zu r = 0, t = 1 gehorige
Losung z = —1, y = 0 “entfernt” haben. Insbesondere parametrisiert (1) nur
C(Q\{(-1,0)}.

Der analytische Beweis benutzt die Tatsache, dafl der Einheitskreis
C(R) = {(z,y) :z,y €R, 2 +y* =1}

durch die trigonometrischen Funktionen z = cos @ und y = sin & parametrisiert
wird. Mit den Identititen cos?a — sin?a = cos2a und cos?a + sina = 1
erhalten wir

cos? & —sin® 2 1—m?
r = cosa = = = 55
cos? § + sin” & 1+m
. 2sin 5 cos o 2m
y = sina = - = ,
cos? £ + sin® & 1+ m?
wobei wir m = tan § gesetzt haben. Fiir jedes rationale m bekommen wir

offensichtlich einen rationalen Punkt auf C. Sind umgekehrt z und y # 0 rational,
dann auch m = I_T’” Weil aber der Punkt (1,0) dem Wert m = 0 entspricht
(obwohl m = 1%”” auch hier keinen Sinn macht), gibt uns diese Parametrisierung
alle rationalen Punkte # (—1,0) auf C.

Es mag etwas erstaunen, dafl Kronecker die heute so bekannte geometri-
sche Interpretation dieses Beweises mit keiner Silbe erwihnt (obwohl es kaum
vorstellbar ist, dafl er sie nicht gekannt hat, da er die Arbeit von Hilbert und
Hurwitz [20] {iber rationale Parametrisierungen von Kurven vom Geschlecht
0 erwdhnt, in welcher der geometrische Hintergrund bei einem wesentlich all-
gemeineren Problem deutlich in Erscheinung tritt). Eine gewisse Abneigung
gegeniiber der Verwendung geometrischer Methoden in der Zahlentheorie mag
dabei durchaus eine Rolle gespielt haben: Pocklington [53] kommentiert bei-
spielsweise Eisensteins hiibschen geometrischen Beweis des quadratischen Rezi-
prozitatsgesetzes so:

the neatness of Eisenstein’s proof may be questioned on the ground
that it imports geometrical considerations.



Ein Jahrhundert nach Minkowskis Geometrie der Zahlen erscheint uns eine sol-
che Sichtweise etwas fremd — im Gegenteil ist die heutige Zahlentheorie eher
stolz auf das breite Einzugsgebiet der Methoden, derer sie sich bedient.

Nun zum geometrischen Beweis: man wihle
irgend einen rationalen Punkt auf C, sagen wir
P = (-1,0), und betrachtet die Geraden ! durch
P mit rationaler Steigung m; diese wird be-
schrieben durch y = m(x+1), und sie schneidet

Pis2

. . . p— 2
C in einem zweiten Punkt Py, = ({525, (325).

Also stiftet die Abbildung m +—— P, eine Bi-
jektion zwischen der Menge Q rationaler Zah-
len und der Menge C(Q) \ {P} rationaler Punkte # P auf C.

Einige geschichtliche Bemerkungen

Warum Kronecker den geometrischen Hintergrund, sollte er ihn gekannt haben,
nicht erwéihnt, ist unklar. Auch bei anderen Autoren bis in die erste Hélfte des
20. Jahrhunderts sucht man vergeblich danach. Eines der ersten Lehrbiicher
iiber Zahlentheorie, in dem man fiindig wird, stammt von H.N. Wright [57] aus
dem Jahre 1939.

Es bleibt also die Frage, wer die hiibsche geometrische Interpretation die-
ses Beweises entdeckt hat. Stillwell [48] schreibt, sie sei aus den Arbeiten von
Diophant hervorgegangen. Tatséchlich funktioniert dieselbe Methode fiir jeden
irreduziblen Kegelschnitt? f(X,Y) = 0 mit

f(X,)Y) = AX?+ BXY +CY?+ DX + EY + F € QX,Y], (2)

welcher einen rationalen Punkt besitzt,> und die Aufgabe

Ist a + b ein Quadrat, dann gibt es unendlich viele rationale Punkte
auf az? +b =192

steht in der Tat bei Diophant!* Allerdings findet man dort keine Spur von Geo-
metrie: Diophants Methode besteht darin, geschickte Substitutionen vorzuneh-
men, indem er z = t+1 und y = kt —m setzt, wo m durch a+b = m? bestimmt
ist (und selbst das ist eine schmeichelhafte Beschreibung der Diophantischen
Methode, da ihm unser Begriff von Variablen ziemlich fremd war). Wir erken-
nen in diesen Substitutionen natiirlich die Gerade y = k(x — 1) + m durch den
rationalen Punkt (1,m) auf dem Kegelschnitt — die Frage ist aber, ob auch Dio-
phant dazu in der Lage war. Kannten die Griechen analytische Geometrie? Hier
ist die Meinung von J.L. Coolidge aus [6, p. 119]:

2 Also Ellipsen, Parabeln und Hyperbeln.

3Bereits Euler hat bemerkt, daB z.B. 2 + y? = 3 keinen solchen rationalen Punkt besitzt.

4Problem VI;2 bei Heath [19]. Man beachte aber, da Diophant von Losungen gesprochen
hat, wo wir “rationale Punkte” geschrieben haben: fiir Diophant war Losung gleichbedeutend
mit “positiv rational”.



My thesis, then, is that the essence of analytic geometry is the study
of loci by means of their equations, and that this was known to the
Greeks and was the basis of their study of the conic sections.

P Wie Coolidge selbst zugibt,® hiingt die Ant-

r wort auf die Frage, ob die Griechen analytische
y Geometrie gekannt haben, wesentlich von deren
Definition ab. Man betrachte beispielsweise einen

x Kreis mit Radius 7 und eine Gerade durch dessen

Mittelpunkt. Projiziert man einen Punkt P auf

dem Kreis senkrecht auf diese Gerade, so werden

dadurch Strecken x und y definiert, und der Satz
des Pythagoras gibt dann r? = 2 + y2. Zshlt dies als analytische Geometrie?
Coolidge stimmt Zeuthen zu, der dies bejaht; die meisten Mathematiker stehen
heute wohl auf der Seite von S. Gunther (sh. Coolidge [6, p. 117]), der dies
verneint.

Tatséchlich hat Gunther vorgeschlagen, nur dann von analytischer Geome-
trie zu reden, wenn Punkte durch Koordinaten beschrieben werden und der
Graph von Gleichungen in einem Koordinatensystem skizziert wird. Derselbe
Standpunkt wird auch von J. Tropfke® [50, p. 92] eingenommen, der die analy-
tische Geometrie durch die Verwendung von Koordinaten und die Kombination
von Algebra und Geometrie charakterisiert. Infolgedessen darf man die Metho-
de von Appolonius nicht als analytische Geometrie ansehen. In dhnlicher Weise
duBert sich Weil, wenn er sagt, es sei ebenso falsch zu sagen, Appolonius und
Pappus hitten analytische Geometrie getrieben, wie zu sagen, Archimedes hitte
die Infinitesimalrechnung erfunden (sh. [56, p. 396]). Und wer zugibt, daf es die
Erfindung der analytischen Geometrie war, die die Ubersetzung diverser geo-
metrischer Probleme (wie die Dreiteilung des Winkels oder die Quadratur des
Kreises) in geometrische Fragen erlaubt hat, mufl zwangsliufig zu derselben An-
sicht iiber die griechische analytische Geometrie gelangen, weil diese, wenn man
sie denn nun so nennen will, dazu nicht fihig ist.

Diese Andeutungen zeigen, daf} es praktisch unmdoglich ist, objektiv auf die
griechische Mathematik zuriickzusehen, also ohne sich der ganzen Vorstellungen
zu entledigen, die die Schule in unsere Gedanken formlich eingraviert hat. Selbst
die bekannte Geschichte, wonach die Entdeckung der Inkommensurabilitit zur
ersten “Grundlagenkrise” der Mathematik und in der Folge dazu gefiihrt hat,
daf} die Griechen ihr Konzept der Zahl durch geometrische Begriffe ersetzten, gilt
inzwischen als duflerst zweifelhaft und ist vermutlich ebenfalls darauf zuriick-
zufiithren, dafl wir unsere Art zu denken unbedarft auf die Griechen iibertragen
haben. Man vergleiche in dieser Hinsicht das hervorragende Buch von Fowler
[14].

Obwohl Diophant als einer der wenigen Mathematiker des Altertums héhere

5[6, p. 117]: Exactly what do we mean by the words ‘analytic geometry’? Till that is settled,
it is futile to inquire as to who discovered it.

6 Johannes Franz Joseph Tropfke, 18661939, zuerst Lehrer am Friedrichs Realgymnasium
in Berlin, dann Direktor der Kirschner-Oberrealschule in Berlin.



Potenzen als die dritte benutzt hat, hitte wohl nicht einmal er mit der geo-
metrischen Interpretation seiner Substitutionen aufwarten kénnen. Um nimlich
von den Geraden durch einen Punkt P mit rationaler Steigung m sprechen zu
konnen, mufl man fiir m wohl oder iibel 0 und negative Werte zulassen. Diese
waren Diophant aber nicht bekannt, auch wenn Bashmakova [2, 3] in dieser Hin-
sicht anderer Meinung ist. Das Problem ist, dal man zwischen der Operation
des Subtrahierens einerseits und negativen Zahlen andererseits unterscheiden
muf: ein Ausdruck 7 — 5 bedeutet nicht, daf jemand etwas mit der negativen
Zahl —5 anzufangen weif}, und dasselbe gilt fiir Regeln wie a— (¢—d) = a—c+d,
solange sie nur auf Zahlen mit ¢ > d und a + d > ¢ angewandt werden. Mehr
iiber die Geschichte negativer Zahlen findet man in Gericke [17].

Es ist etwas irritierend, dafl Bashmakova ihre Einstellung, was den geo-
metrischen Hintergrund der diophantischen Substitutionen angeht, gelegent-
lich zu wechseln scheint: in [1] beschreibt sie Diophants Arbeit als “rein al-
gebraisch” und sagt nur, seine Methoden lieflen eine geometrische Interpretati-
on zu, wihrend sie in [2, 3] diese geometrische Interpretation Diophant selbst
zuschreibt, zusammen mit der Erfindung der analytischen Geometrie und der
negativen Zahlen. Schappacher [41] findet hierzu deutliche Worte. Abschlieflend
bleibt festzustellen, dal die Versuche, Diophant geometrische Einsichten un-
terzuschieben, allem Anschein nach erst begonnen haben, als diese Einsichten
Allgemeingut der Mathematiker geworden waren; man vergleiche zum Beispiel
das Buch [35] Nesselmanns von 1842: dort wird Diophants Werk genauestens
seziert und teilweise spiteren Fortschritten Fermats und Eulers gegeniiberge-
stellt, ohne dafl auch nur an einer Stelle eine geometrische Interpretation der
kunstvollen Substitutionen vermisst wird. Interessant wire in dieser Hinsicht
ein genauer Vergleich zwischen der Entwicklung Lehrbiicher der Zahlentheorie
einerseits und der Wahrnehmung des diophantischen Werkes andererseits.

Die Einfiihrung von Koordinaten zur Beschreibung geometrischer Objekte
verdanken wir Fermat und Descartes; der erste, der negative Koordinaten zu-
gelassen und mit Vorteil benutzt hat, war Newton [36] (vgl. [50, p. 109]), und
er war es auch, der zeigte, wie man Kegelschnitte mit einem rationalen Punkt
durch die geometrische Methode parametrisieren kann — allerdings blieben diese
Arbeiten bis 1971 unverdffentlicht. Die rationale Parametrisierung von Kegel-
schnitten der Form y2? = az? + bz + ¢ mit einem rationalen Punkt hat Euler
[12] 1732 wiederentdeckt, jedoch verwendet er die diophantischen Substitutionen
und kennt offenbar die geometrische Interpretation nicht. Euler hat dort auch
die Beispiel y? = 322 + a mit @ = 2 mod 3 von Kegelschnitten ohne rationale
Punkte gegeben. Spiter hat er in [13] dieses Ergebnis auf allgemeine Kegel-
schnitte der Form (2) ausgedehnt, wiederum ohne Hinweis auf das geometrische
Bild.

Einigermaflen erstaunlich ist auch, dafl die ersten Mathematiker, welche ana-
lytische Geometrie benutzten, diese ausschliefilich zum Studium von Kurven
vom Grad > 2 und insbesondere von Kegelschnitten verwendeten; die erste sy-
stematische analytische Geometrie von Punkten (Formel fiir den Abstand zweier
Punkte) und Geraden (Formel fiir Gerade durch zwei Punkte; die Normalform



y = ax + b) stammt erst von Lacroix’ (vgl. [50, pp. 123-124]) aus dem Jahre
1798!

Die Bestimmung aller rationalen Punkte auf Kegelschnitten der Form y? =
f(z) hat Anwendungen in der Integration von Funktionen wie 1/4/ f(z): bereits
1691 hat Johann Bernoulli in einem Brief an seinen Bruder Jakob bemerkt,
dafl die Methoden zum Lsen diophantischer Gleichungen nicht die “nutzlosen
Spekulationen” waren, fiir die sie diese bisher gehalten zu haben scheinen. Da-
niel Bernoulli hat die Anwendung der diophantischen Analysis zur Berechnung
verschiedener Integrale in einem Brief an Goldbach betont (sh. Weil [56]). Fiir
mehr Beispiele sei auf den Artikel von Voronin & Kulagin [55] verwiesen.

Ubung. Seien a,b € Z \ {0} Zahlen und a + b ein Quadrat. Bestimme alle
rationalen Punkte auf dem Kegelschnitt y? = az? + b. Berechne [ ﬁ.

2. Zdhlen der Punkte auf C(R)

Die Definition von C(Q) kann auf beliebige Ringe R (alle unsere Ringe sind
kommutativ und haben ein Einselement 1): wir setzen

C(R) ={(z,y) : 2,y € R, 2* +y*> =1}.

Ist R ein endlicher Ring, dann ist auch C(R) endlich, und es stellt sich die Frage
nach der Kardinalitit von C(R). Betrachten wir z.B. R = Z /nZ. Eine Moglich-
keit der Bestimmung von #C(R) besteht darin, die Methode aus Abschnitt 1
geeignet zu modifizieren. Die Existenz von Nullteilern in Z /nZ verursacht aller-
dings einige Probleme: die Gerade durch P = (—1,0) mit Steigung m € Z /nZ
schneidet C(Z/nZ) im zweiten Punkt P,, = (};—Zj, Tms), es sei denn, es ist
(m? +1,n) # 1. Ist umgekehrt Q = (z,y) irgendein von P verschiedener Punkt
auf C(Z /nZ),dann ist Q = Py, fiir m = ;25 € Z/nZ, aufler es gilt (z+1,n) # 1.

Wir wollen uns daher der Einfachkeit halber auf den Fall beschrinken, dafl
n = p prim ist. Wegen C(Z/2Z) = {(1,0),(0,1)} diirfen wir sogar annehmen,
daf8 p ungerade ist. Ist p = 3 mod 4, dann gilt (m2 + 1, p) # 1 fiir alle m, folglich
liefert jedes m € Z /pZ einen Punkt auf C(Z/nZ); auBerdem stellt man leicht
fest, daf} verschiedene m mod p auch verschiedene Punkte ergeben. Die Punkte
(x,y) € C(Fp), welche wir dadurch nicht erhalten, sind genau diejenigen mit
(z + 1,p) # 1, d.h. mit £ = —1 mod p. Davon gibt es genau einen, ndmlich
(z,y) = (—1,0), folglich haben wir eine Bijektion zwischen Z /pZ und C(F,) \
{(-1,0)}: insbesondere ist #C(F,) = p+ 1. Ist dagegen p = 1 mod 4, so gibt es
genau zwei Werte von m mod p mit (m? + 1,p) = 1, und dies zeigt wie zuvor,
daf hier #C(F,) = p — 1 gilt:

Proposition 1 Fiir prime p > 3 liegen genau p — (_71) Punkte auf C(Z /pZ).

Hierbei haben wir das Legendresymbol benutzt, welches fiir ungerade Prim-
zahlen p > 0 und ganze Zahlen a # 0mod p durch (3) € {-1,+1} und die
7Sylvestre Francois Lacroix, 1765-1843, am besten bekannt wegen seiner Lehrbiicher.




Kongruenz (%) = a®=1/2 mod p definiert ist. Insbesondere ist also (_71) gleich

+1 oder —1, je nachdem p = 1 mod 4 oder p = 3 mod 4 ist. Aus der Tatsache,
daf} die multiplikative Gruppe von F, = Z /pZ zyklisch ist, folgert man weiter
sofort, dafl ganz allgemein (%) gleich +1 oder —1 ist, je nachdem a € F;; ein
Quadrat ist oder nicht.

Eine analoge Untersuchung fiir zusammengesetzte Werte von m ist deutlich
komplizierter: dies wird schon im Falle m = pq eines Produkts zweier verschie-
dener ungerader Primzahlen deutlich. Z&hlt man die Punkte korrekt, so findet
man die Antwort #C(Z /pqZ) = #C(Z /pZ)-#C(Z/qZ). Dies deutet schon darauf
hin, daf§ dahinter eine algebraische Erklarung steckt, und das ist in der Tat der
Fall: siehe Korollar 4.

Aus Proposition 1 kann man leicht den zweiten Erginzungssatz des quadra-
tischen Reziprozitiitsgesetzes ableiten: die Losungen der Kongruenz z? + 32 =
1 mod p kann man n#mlich in Oktupel (+z,=+y), (ty, +z) zusammenfassen,
mit der Ausnahme des Quadrupels (0,+1), (£1,0), sowie von (&r,+r) mit
272 = 1 mod p: dieses existiert genau dann, wenn 2 quadratischer Rest modulo
p, also (2/p) = 1 ist. Dies zeigt, dafl

4mod 8 falls (2) = —1,

C(Z/pZ) =
#C(Z/pE) {OmodS falls (2) = +1.

Vergleicht man dies mit der expliziten Formel in Proposition 1, so folgt sofort,
daB (%) = +1 ist, falls p = +1 mod 8 ist, und (%) = -1 fir p = +3 mod
8. Tatsdchlich kann man das komplette quadratische Reziprozititsgesetz auf
dhnliche Art beweisen: das ist der Inhalt des niichsten Abschnitts.

Das Quadratische Reziprozititsgesetz

Wir beginnen damit, das Ergebnis von Proposition 1 auf héhere Dimensionen
zu iibertragen: wir wihlen eine ungerade Primzahl p und fragen nach der Zahl
der Losungen der Kongruenz

22+ ...+ 27 =1 mod p. (3)

Denkt man dariiber nach, wie man diese Anzahl bestimmen kann, so stellt man
schnell fest, dafl es vermutlich leichter ist, mehr zu beweisen: man wird ndmlich
dazu angeregt, nach der Anzahl N;(a) der Losungen von

24 ... +zl=amodp (4)
fiir alle a € Z /pZ zu fragen. Wir beginnen damit, einige Beziehungen zwischen
den Ni(a) zusammenzutragen. Offensichtlich gilt Ny(a) = N;¢(au?) fiir jede Ein-
heit u € (Z /pZ)*; insbesondere hingt N¢(a) nur vom quadratischen Restcharak-
ter von a ab: ist r quadratischer Rest und n quadratischer Nichtrest, so geniigt
es, N¢(0), N¢(r) und Ni(n) zu bestimmen, wobei natiirlich Ny(r) = Ny(1) ist.
Da es weiter genau p* Vektoren (z1,...,z;) € Fi* gibt, muf

p—1

p' = Ny(0) + TNt(T) + I%th(n) (5)



gelten.
Als nichstes betrachten wir 23 + ... 4+ 27, ; = 0mod p; die Anzahl der
Losungen mit z; = 0 ist gleich Ny(0), die Anzahl der Losungen mit z; # 0

dagegen ist das p — 1-fache der Losungsanzahl von 2?3 + ... 4+ 27 = —1 mod p
(dividiere durch 1 und fiithre neue Variablen ein); also gilt
Ni41(0) = N¢(0) + (p — 1) Ne(-1). (6)

Jetzt wollen wir sehen, was wir iiber Ny (1) aussagen konnen. Sei P =
(=1,0,...,0) € it v = (ry,... ,req1) € B\ {(0,...,0)}, sowie [ : Q =
P + M die Gerade durch P mit Richtungsvektor v. Das Schneiden der Geraden
mit der Kugel liefert die Beziehung

N(ry 413 4. i) =2r

fir A. Ist nun r; # 0, so diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
r1 = 1 annehmen und finden entweder A = 0 oder A(1+73 +...+r? ;) = 2 fiir
denjenigen Wert von A, welcher dem zweiten Schnittpunkt von [ mit der Kugel
entspricht. Es gibt pt — N;(—1) Werte von v = (1,7s,... ,rs41) fiir welche die die
Klammer nicht verschwindet; diejenigen Werte, fiir welche die Klammer gleich
0 wird, ergeben keine Z /pZ-rationalen Punkte auf der Kugel. Einschliefilich P
haben wir in diesem Fall also 1 + p¢ — N;(—1) Punkte gefunden. Ist dagegen
r1 = 0, dann erhalten wir genau dann einen Punkt auf der Kugel, wenn A\ = 0
oder r3 +...4+r7,; = 0 ist, und solche Werte gibt es genau N;(0). Da der Punkt
P der einzige ist, der in beiden Fillen auftritt, haben wir

Nt+1(1) = pt - Nt(—].) + Nt(O) (7)

Jetzt benutzen wir die drei Relationen (5), (6) und (7), um explizite Formeln
fiir N¢(a) zu beweisen. Eine einfache Induktion, beginnend mit N;(0) = 1,
Ni(n) = 0 und Ny(1) = 2, liefert

Pl falls 21 ¢
N(0) = g1y (ZH)2(p - 1)pt=2/? falls 2| ¢ ®
8
M@ = [PTITGEG)EENE fllspta 2t
¢ Pt = (SH)plt/ falls pfa,2 | t.

Um das quadratische Reziprozititsgesetz,? also die Beziehung

B - e

zwischen zwei ungeraden Primzahlen p # ¢, aus obigen Formeln herzuleiten,
benutzen wir eine Idee von Lebesgue® [30, 31]. Schreiben wir p = 2m + 1 und

8Nach der Liste in [32] diirfte dies in etwa der 190te veroffentlichte Beweis des quadratischen
Reziprozititsgesetzes sein. Wie ich inzwischen festgestellt habe, handelt es sich hierbei um
eine leichte Vereinfachung des Beweises von Ely [11], dem allerdings die Arbeiten Lebesgues
unbekannt waren.

9Victor Amédée Lebesgue 1791-1875; dies ist nicht der Henri Lebesgue, dessen Name wir
mit der Integrationstheorie verbinden.



q = 2n+1, so haben wir eben bewiesen, daf§ die Kongruenz 2 +. . .+a:g =1 mod
p genau p?~! + (—1)™"p" Losungen besitzt. Die Abbildung (z1,...,z,) —
(x2,...,2q,x1) permutiert diese Losungen, und jeder Orbit enthilt genau ¢
Punkte, es sei denn, es existiert ein Fixpunkt: dies passiert genau dann, wenn
Ty = ... = g, =: zmod p ist, also genau dann, wenn gz = 1mod p, al-
so (g/p) = +1 gilt. In diesem Fall gibt es genau zwei Orbits (z,...,z) und
(—z,...,—) mit jeweils einem Punkt. Also ist die Anzahl N,(1) der Losun-
gen = 2mod g oder = 0 mod g, je nachdem ¢ quadratischer Rest oder qua-
dratischer Nichtrest modulo p ist. Andererseits ist N,(1) = p?~ ! + (—=1)™"p" =
1+ (—1)”"(%) mod ¢, und jetzt folgt das quadratische Reziprozititsgesetz durch
Vergleich.

Bemerkungen. Hat man die Formeln (8) erst einmal gefunden, so legen sie
einen etwas anderen Zugang nahe: es scheint ndmlich einfacher zu sein, von ¢
direkt nach ¢t + 2 zu gehen. Die Beobachtung, daf3

Nea() = 3 Nu(a) - Na(1 - a)
a=0

gilt (man zerlege die Kongruenz 2% + ... + z7,, = 1 mod p in die beiden Kon-
gruenzen 23 + ...+ 27 = amod p und z7 4 + 27, , = 1 — a mod p), gepaart mit
analogen Formeln fiir Ny12(0) und Nyq2(n), zeigt, daf dies in der Tat moglich
ist. Man muf} dann allerdings die Anzahl aller a mod p bestimmen, fiir welche
a und 1 — a vorgeschriebenes quadratisches Restverhalten haben: dies ist aber
nicht sehr schwer.

Warum sollte man sich aber damit begniigen, Ny2(1) in zwei Teile zu teilen?
Ist t = 2s gerade, so zeigt derselbe Trick, dafl

Nys()= > Na(ar)---Na(as)

ar+...4as=1

ist. Da Ny(a) nur davon abhiingt, ob @ = 0 mod p ist oder nicht, ist das Problem
der Bestimmung von Nog(1) damit im wesentlichen darauf reduziert zu zéhlen,
wie oft diese a; gleich 0 sind. Eine dhnliche Reduktion funktioniert auch fiir
Nasy1(1).

Gewohnlich leitet man Formeln fiir Ny(a), oder allgemeiner fiir die Anzahl
der Losungen von Kongruenzen der Form alxll’l + ...+ apr’ = ap mod p, mit-
tels Jacobisummen her (sh. [4], [22] oder [32]). Das Studium rationaler Punkte
auf Kugeln z? + ... + 22 = r via Geraden durch einen bekannten rationa-
len Punkt wurde von Turriére!'® betrieben, dessen Artikelserie [51] viele weitere
Verbindungen zwischen Arithmetik und Geometrie diskutiert. Man beachte, daf3
aus dem Vierquadratesatz die Existenz eines rationalen Punkts auf der Kugel
z? 4+ ...+ 22 = r fiir jedes n > 4 folgt.

Auch zur Beantwortung ganz elementarer Fragestellungen 148t sich die Pa-
rametrisierung von Kegelschnitten heranziehen: man betrachte z.B. Paare (r, s)

10Emile Louis Frédéric Turridre, 1885-1955(?), Lehrer am Lyceum Alencon, seit 1919 Pro-
fessor an der Université Montpellier.



quadratischer Reste modulo einer ungeraden Primzahl p: setzt man r = 22 und
s = 22 +1 = y? fiir gewisse z,y € F,, so ist (z,y) ein F,-rationaler Punkt
auf dem Kegelschnitt y2 = 22 + 1, und die Umkehrung davon ist auch richtig.
Mittels der Parametrisierung des Kegelschnitts finden wir dann, dafl

an=1(""+g%"), n=0,... 25"

wo g eine Primitivwurzel modulo p ist, diejenigen Werte x = a, gibt, fiir welche
(z,2 + 1) ein Paar quadratischer Reste ist, wihrend

Bu = K@+ g7, =0, 25

dasselbe fiir Paare quadratischer Nichtreste tut. Diese Formeln stammen von
Janichen [23, 24]. Insbesondere erhilt man daraus Formeln fiir die Anzahl RR
von Paaren quadratischer Reste, bzw. fiir die Anzahl NN von Paaren quadrati-
scher Nichtreste, und die Resultate entsprechen den Erwartungen, insofern auf
beide Klassen in etwa ein Viertel aller Paare fillt (die beiden anderen Viertel
sind RN und NR).

Analoge Fragen iiber die Anzahl von Tripeln (z — 1,z,z + 1) derart, daf§
(z—1)z(z+1) quadratischer Rest modulo p ist, fiihren auf die Kubik y? = 23—z,
also eine elliptische Kurve. Es waren Fragen dieser Bauart, die Hasse auf die
“Riemannsche Vermutung” fiir solche Kurven gefiihrt hat (vgl. Roquette [40]);
das ist aber eine andere Geschichte.

3. Das Gruppengesetz auf dem Kreis

Der Einheitskreis C(R) in der euklidischen Ebene 148t sich beschreiben als die
Menge aller Punkte (z,y) € R x R, welche der Gleichung z2 + y? = 1 geniigen.
In Abschnitt 1 haben wir gesehen, da§ C(R) durch die trigonometrischen Funk-
tionen parametrisiert werden kann: die Abbildung

A:R— C(R) : @ — (cos2wa, sin 27q)

“iiberlagert” den Einheitskreis, und zwar unendlich oft wegen A(a +n) = A(«)

fiir jede ganze Zahl n € Z. Tatséchlich induziert A eine Bijektion p : R/Z —
C(R).

Nun trigt das Objekt R/Z auf der linken Sei-

P te die Struktur einer additiven Gruppe: die Summe

von a; +7Z und as+Z ist (ay +as) +Z. Die Bijekti-

N on K kann daher zum Strukturtransport verwendet

werden, mit anderen Worten: wir machen den Ein-

heitskreis C(R) zur Gruppe, indem wir zwei Punkte

Py, P, € C(R) wie folgt addieren: wir bestimmen ih-

re Urbilder oy = p~'(P;) und as = p~1(P), und

setzen dann P; + Py = p(a; + as). Diese Gruppen-

struktur ist natiirlich nicht sehr aufregend: jeder Punkt P definiert einen Winkel
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ANOP, wo O = (0,0) und N = (1,0) ist, und die Addition von Punkten ent-
spricht der Addition der zugehorigen Winkel.

Wir wollen das Additionsgesetz dennoch explizit berechnen: fiir j = 1,2
schreiben wir P; = (z;,y;) und finden «; € R, definiert modulo Z, mit z; =
cos2ma; und y; = sin2may;. Die Additionsformeln fiir trigonometrische Funk-
tionen liefern dann

cos2m(ay + as) = cos2may cos2man — sin 2wy sin 27wagy,
sin2w(a; + as) = cos2may sin 2way + cos 2way sin 2way,
somit
(z1,91) + (72,92) = (T122 — Y192, T1Y2 + T241). 9)

Das Wunder hier besteht darin, dafl diese Formeln Polynome in den Ko-
ordinaten z;,y; sind. Das bedeutet, dafl wir, fiir jeden gegebenen Ring R, auf
C(R) = {(z,y) € Rx R: 2? +y? = 1} durch (9) eine Addition erkléren kénnen.
Dabei rechnet man sofort nach, dafl das neutrale Element von C(R) durch (1,0)
gegeben ist (das war zu erwarten, weil (1,0) = u(0 + Z) das neutrale Element
im Falle R = R ist). Weiter ist —(z,y) = (z,—y) wegen (z,y) + (z,—y) =
(1,0). Schliefllich folgt die Assoziativitit durch eine sture Rechnung: man zeigt
[(mlayl) + (-1'2,:1}2)] + ('Z.37y3) = (a‘-layl) + [($27y2) + (.Z'g,yg)], und tatséchlich
sind beide Seiten gleich (z,y) mit £ = x1 2223 — T1Y2y3 — T2y1Y3 — T3y1y2 und
Y = T1X2Y3 + T1X3Y2 + T2T3y1 — Y1Y2y3- Eine weitere Moglichkeit, die Assoziati-
vitét zu verifizieren, ist die folgende: man beobachtet, dafl die Assoziativitéit fiir
R = R eine Polynomidentitit in Z[z1, ... ,ys3] impliziert, welche dann a fortiori
in jedem kommutativen Ring R mit Eins gilt.

Satz 2 Sei R ein kommutativer Ring mit 1. Dann definiert (9) ein Gruppen-
gesetz auf C(R) = {(z,y) € R? : 22 + y? = 1}. Das neutrale Element ist (1,0),
und es gilt —(z,y) = (z,—y).

Mit anderen Worten: der Einheitskreis C ist eine Maschine, welche Ringe R
schluckt und und Gruppen C(R) ausspuckt. Solche Maschinen sind in der Mathe-
matik recht hiufig: ein sehr bekanntes Beispiel dieser Spezies ist GL,,, welches
einen Ring R in die Gruppe der invertierbaren n x n-Matrizen mit Eintrigen
aus R verwandelt (im Spezialfall n = 1 wird jedem Ring seine Einheitengruppe
zugeordnet); weitere Beispiele sind die Gruppe p,(R) = {z € R : 2™ = 1} der
n-ten Einheitswurzeln oder, fiir kommutative Ringe, die Gruppen SL,,. Ein we-
niger bekanntes Beispiel diirften dagegen die K-Gruppen K, (R) fiir n > 0 sein
(sh. [46]).

Faktorisieren von Zahlen mit dem Einheitskreis

Sei N eine natiirliche Zahl, die wir in Primfaktoren zerlegen sollen. Nehmen wir
auflerdem an, dafl wir einen nichttrivialen Punkt P auf C(Z /NZ) kennen, wobei
nichttrivial bedeuten soll, daf die Ordnung von P auf C(Z/NZ) nicht zu klein
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ist (insbesondere sind die Punkte P = (£1,0), (0, 1) fiir unsere Zwecke nicht
zu gebrauchen). Fiir Zahlen N = n? + 3 haben wir beispielsweise den Punkt
P =(n,2).

Nehmen wir voriibergehend einmal an, dafl wir bereits einen Primfaktor
p | N kennen. Da die Ordnung eines Elements in C(Z /pZ) die Gruppenordnung
k=p- (’71) teilt, wird kP = (z,y) mit x = 1 mod p und y = 0 mod p gelten.
Falls also nicht gerade N | y ist, so kénnen wir durch Berechnung von ggT(y, N)
oder ggT(z — 1, N) einen nichttrivialen Teiler von N finden.

Aus dieser Idee wird ein Faktorisierungsalgorithmus, wenn wir bemerken,
dafl wir statt k irgendein Vielfaches davon nehmen kénnen. Besitzt k = p— (’71)
nur “kleine” Primfaktoren als Teiler, so kdnnen wir ein solches Vielfaches einfach
hinschreiben: wir wihlen eine nicht zu kleine Schranke B (beispielsweise B =
10%,10°%,10%...) und bilden das Produkt M = []p*®), wo p*® die grofte p-
Potenz kleiner als B ist.

Hier ist eine Beschreibung des daraus resultierenden Algorithmus zur Fak-
torisierung von Zahlen N = n? + 3:

1. Wihle eine Schranke B; setze m = 0, p,, = 1, P, = (n, 2).

2. Sei ppmy1 die kleinste Primzahl > py,; falls pp,+1 > B, beende das Pro-
gramm. Andernfalls wihle e € N maximal mit p¢, < B.

3. Berechne P11 = (z,y) := p, Pn; falls (y, N) =1, ersetze m durch m+1
und wiederhole Schritt 2; falls (y, N) = N, wiederhole den Algorithmus
mit einer kleineren Schranke B bzw. wiederhole die Berechnung von p¢, P,
und priife bei jedem Schritt, ob (y, N) # 1 gilt. Andernfalls gebe man
(y, N) als Faktor aus.

Die Berechnung von p"” P wird natiirlich nicht dadurch bewerkstelligt, dafl
man P hinreichend oft zu sich selbst addiert, sondern durch die bekannte Me-
thode von Verdoppeln und Addieren (bzw. Quadrieren und Multiplizieren in
der multiplikativen Sprache). Hier ist ein einfaches Beispiel: man nehme N =
562 + 3 = 3139, Py = (56,2) und B = 10. Die erste Primzahl ist p = 2, und
23 = 8 ist die kleinste Potenz < 10; wir finden 2P = (—7,224), 4P = (97, 3) und
P, = 8P = (—17,582), und wegen (582, N) = 1 machen wir mit p = 3 weiter.
Hier ist P, = 9P, zu berechnen; dazu verdoppeln wir P; dreimal und addieren
Py: 2P, = (577,—954),4P, = (389,873), 8P, = (1297,1170), 9P, = (1520,438).
Jetzt ist aber ggT (438, N) = 73, somit N = 73 - 43.

Man beachte, dafl wir nicht erwarten konnen, den Faktor 43 mit dieser Me-
thode und B = 10 zu finden, da 43 + 1 = 4 - 11 einen Primfaktor > B besitzt.
Dagegen haben wir 73 deswegen gefunden, weil 73 — 1 = 2332 ein Produkt von
Primzahlpotenzen < B ist. In der Tat hat P Ordnung 9 auf C(Z/737Z), so-
mit wiirden wir diesen Faktor auch durch die Berechnung von 9P (statt 72P)
gefunden haben. Man priife dies nach!

Ubung. Schreibe ein Programm zum Faktorisieren von Zahlen der Form n? + 3
via Gruppengesetz auf dem Einheitskreis. Verwende dabei sowohl die Verdop-
pelungsformel 2(z,y) = (z? — y?,2zy) wie auch die Varianten 2(z,y) = ((z —
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y)(z + y),2zy) und 2(x,y) = (222 — 1, 2xy). Hat dies Auswirkungen auf die
Laufzeit? Gibt es weitere Tricks, die Rechenzeit zu verringern?

Das Hauptproblem beim Arbeiten mit dem Gruppengesetz auf dem Ein-
heitskreis ist das Finden eines nichttrivialen Z/NZ-rationalen Punktes darauf;
dieses Problem wird dadurch umgangen, dafl man den Einheitskreis durch einen
Kegelschnitt der Form ax? + y? = 1 ersetzt, Zahlen z,y € Z beliebig (aber mit
ggT(z,N) = 1) wihlt, und dann a = (1 — y?)/2%> mod N setzt. Um das aber
tun zu kénnen, brauchen wir ein Gruppengesetz auf Kegelschnitten: dies wird
der Inhalt von Abschnitt 3 sein. Die einzige bekannte Implementierung dieses
Algorithmus stammt von Zhang [58]; des weiteren hat sich ein Student Cre-
monas mit Primalitétstests beschiiftigt, die auf der Gruppenstruktur geeigneter
Kegelschnitte beruhen.

Ubung. Ersetze den Kreis C durch die Hyperbel #(R) = {(z,y) € R : zy = 1}.
Zeige, da8 H(R) durch koordinatenweise Multiplikation zur Gruppe wird und
verifiziere den Isomorphismus #(R) ~ R*. Entwickle einen Faktorisierungsal-
gorithmus analog zum obigen und zeige, dafl dieser mit Pollards p — 1-Methode
ibereinstimmt. Fiir weitere Hinweise verweisen wir auf Koblitz [28].

Die Struktur von C(Z/nZ)

Wie sehen die Gruppen C(R) aus? Beginnen wir mit Ringen R = Z/nZ; eine
kleine Rechnung fiir ungerade n < 15 liefert folgende Tabelle:

n || C(Z/nZ) Struktur
217(0,1),(1,0) Z]2L

3| (0,£1),(£1,0) Z/4Z

5 || (0,%1), (£1,0) 7.)4Z.

7| (0,£1), (£1,0), (£2, £2) Z/8Z

9 || (0,%1), (£1,0), (£1, £3), (+3, £1) Z)12Z

11 || (0, %1), (£1,0), (£3, £5), (5, +3) Z)12Z

13 || (0,%1), (£1,0), (£2, £6), (+£6, £2) Z)12Z

15 || (0, 1), (0, £4), (£1,0), (£4,0), (£5, £6), (£6, £5) | Z /AZ x 7 /AZ

Fiir jedes m > 3 erzeugt der Punkt (0,1) eine zyklische Untergruppe der
Ordnung 4 (dies ist “offensichtlich”: man hat nur die Winkel zu addieren. Zu
beachten ist allerdings 2(0,1) = (—1,0) = (1,0) in Z /27Z), daher folgt C(Z /9Z) ~
Z /127 aus der Tatsache, daBl #C(Z/9Z) = 12. Weiter legt die Beobachtung
C(ZJ15Z) ~ C(Z /37Z) ® C(Z /5Z) das folgende Ergebnis nahe, das man — einmal
vermutet — ohne Miihe beweist:

Proposition 3 Seien R und S kommutative Ringe mit 1, und sei ¢ : R — S
ein Ringhomomorphismus. Dann induziert ¢ einen Gruppenhomomorphismus
¢c : C(R) — C(S), der durch (z,y) — (#(x), d(y)) definiert ist. Ist ¢ injektiv
(bzw. ein Isomorphismus), dann auch ¢c.
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Man vergegenwirtige sich, dafl ein Ringhomomorphismus ¢ : R — S in-
jektiv heifit, wenn ¢—1(0) = {0} gilt. Dies impliziert dann ¢~=!(1) = {1} (mit
anderen Worten: auch die Einschrinkung von ¢ auf die Einheitengruppen ist
injektiv), und damit ist der Nachweis, daf} injektive ¢ auch injektive ¢¢ indu-
zieren, kein Problem mehr. Ist ¢ ein Isomorphismus und 1 dessen Inverses, so
rechnet man nach, dafl ¥¢ o ¢¢ und ¢¢ o Y¢ die identischen Abbildungen auf
C(R) bzw. C(S) sind: insbesondere ist ¢¢ damit ein Isomorphismus. Man beach-
te allerdings, da8 ¢¢ nicht surjektiv zu sein braucht, wenn ¢ dies ist: der durch
Z —> 7 /nZ induzierte Homomorphismus C(Z) — C(Z /nZ) ist im allgemeinen
nicht surjektiv, da C(Z) nur vier Elemente besitzt!

Da Z /mnZ ~ Z /mZ ® Z [nZ fiir teilerfremde m,n € N gilt, erhalten wir

Korollar 4 Fiir teilerfremde m und n gilt C(Z/mnZ) ~ C(Z/mZ) ® C(Z/nZ).

Dies reduziert das Problem der Bestimmung der Struktur von C(Z/mZ) auf
den Fall von Primzahlpotenzen m = p™. Fiir ungerade p und n > 1 findet man
die exakte Sequenz 0 — Z /pZ — C(Z [p"*t'Z) — C(Z/p™Z) —> 0, und dies
liefert sofort die Kardinalitit von C(Z/p"t1Z). Zu zeigen, daf} diese Gruppe
zyklisch ist, verlangt mehr Sorgfalt. Der Fall p = 2 ist besonderes interessant
(oder listig, je nachdem, wie man es sieht).

Die Struktur von C(F,)

Die Bestimmung der Struktur von C(F,), wo F, ein endlicher Kérper mit g = p™
Elementen ist, stellt sich als weit einfacher heraus als das entsprechende Problem
fiir Ringe Z /p™Z. Die Tabelle fiir C(Z /pZ) legt nahe, da8 C(F,) ~ Z /(pF1)Z fiir
Primzahlen p = £1 mod 4 gilt. Der Beweis ist nicht schwer und funktioniert fiir
einen beliebigen Korper K der Charakteristik # 2. Wir nehmen zuerst an, dafl
K eine Quadratwurzel ¢ von —1 enthilt. Dann betrachten wir die Abbildung

Y:C(K) — K> : (z,y) — = +1y.

Man sieht sofort ein, daf§ ¢ ein Gruppenhomomorphismus ist: ¥ (Py) - ¢ (P) =
(z1+iy1)(x2+iy2) = T122—y1y2+i(T1Y2+T2y1) = (P +P2). Sein Kern besteht
aus Punkten (z,y) € C(K) mit z+iy = 1. Wegen 1 = 22 +y? = (z +iy)(z — iy)
gilt also £ — iy = 1. Dann folgt aber x = 1 und y = 0, somit ist (z,y) = (1,0)
das neutrale Element auf dem Kreis, ¢ folglich injektiv. Um zu zeigen, daf} ¢
surjektiv ist, haben wir zu zeigen, daf} jedes r € K* in der Form r = z + iy mit
22 4y? = 1 geschrieben werden kann. Das ist aber leicht: da 2 in K * invertierbar
ist, brauchen wir nur z = £(r + %) und y = £(r — %) zu setzen.

Jetzt betrachte man den Fall, wo L = K (i) eine quadratische Erweiterung
von K ist. Dann definiert 4 : (z,y) — x+iy einen Homomorphismus C(K) —
L*. Der Beweis, daf ¢ injektiv ist, gilt weiterhin, und das Bild ist offenbar gleich
der Untergruppe

Gm[-1]:={z+iye L™ : 2* +y*> =1}

von L*. Damit haben wir bewiesen:
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Proposition 5 Ist K ein Korper der Charakteristik # 2, dann ist

_ ) Gm falls i € K
CH) = {Gm[—l] falls i ¢ K.

Hier haben wir G,, = K* gesetzt. Im Spezialfall K = R ist G,,[-1] = S,
die Gruppe der komplexen Zahlen mit Betrag 1. In der Tat ist dies der Weg,
auf dem man den Isomorphismus aus Proposition 5 entdeckt: man arbeitet {iber
den komplexen Zahlen, wo C(R) — S' bekanntlich ein Isomorphismus ist, und
beobachtet, daf diese Abbildung iiber einem beliebigen Korper sinnvoll ist, wenn
man nur § = v/—1 entsprechend interpretiert.

Sei jetzt K = F, ein endlicher Korper mit ¢ ¢ K: da die Abbildung L* —
K> :z+iy — 2% + y? die Norm der Erweiterung L/K ist, und weil weiter
Normabbildungen zwischen endlichen Korpern surjektiv sind, folgern wir, dafl

#Gp [—1] = #L* /[#K* = L=1 = ¢ + 1 gilt. Dies beweist

Korollar 6 Ist K =F, ein endlicher Korper der Charakteristik # 2, dann gilt
Z/(q—1)Z =1 4;

C(k) = {B/a= D2 falls g = 1mod &

Z[/(g+1)Z falls ¢ = 3 mod 4.

In der Tat, ist ¢ € K, dann gilt ¢ = #K* = 0 mod 4; ist umgekehrt 4 | #K*,
dann muf} ein Element der Ordnung 4 existieren, da die multiplikative Gruppe
endlicher Korper zyklisch ist. Also ist ¢ € K genau dann, wenn ¢ = #K =
1 mod 4 ist.

Bemerkungen. Die bisherigen Beobachtungen lassen sich ohne allzu grofien
Aufwand vertiefen, z.B. in die zahlentheoretische Richtung; insbesondere kann
man anhand von einfachen Beispielen Zusammenh#nge z.B. zwischen der L-
Reihe des quadratischen Zahlkérpers Q(v/—1) und der Kongruenzzetafunktion
des affinen Kreises 22 + y? = 1 erlidutern. In dieser Hinsicht sind das dufBerst
lesenswerte Buch [42] von Scharlau & Opolka und der hervorragende Artikel
von Darmon & Levesque [9] zu nennen.

Da die Parametrisierung von C(R) durch trigonometrische Funktionen so
erfolgreich war, stellt sich die Frage, ob sich Ahnliches auch iiber endlichen
Kérpern machen 1d8t. Wie Schénemann!! in [43] gezeigt hat, ist dies in der Tat
moglich. Die daraus resultierenden Ergebnisse erlauben dann, einen weiteren
Beweis des quadratischen Reziprozitéitsgesetzes zu geben.

Ein weiterer Programmpunkt wire die Bestimmung der Struktur von C(Q).
Man sieht leicht ein, dafi C(Q) nicht endlich erzeugt ist (sh. z.B. Tan [49]). Wei-
ter kann man die Torsionsgruppe von C(Q) untersuchen, wo Q der algebraische
Abschluf von Q ist; gleichbedeutend damit ist das Studium der n-Teilungswerte

1 Theodor Schénemann, 1812-1868, Lehrer am Brandenburger Gymnasium. Bekannt ist er
vor allem fiir eine Version des Eisensteinschen Irreduzibilitdtskriteriums (sh. [16]), welche er
noch vor Eisenstein bewiesen hat. Aulerdem hat er das Scholzsche Reziprozititsgesetz etwa
100 Jahre vor Scholz bewiesen (sh. [32]).
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von C, was geometrisch mit der Frage der Konstruierbarkeit von regelmifligen
n-Ecken mit Zirkel und Lineal zusammenhangt. Auerdem kann man die Punk-
te auf C(R) fiir Ringe R wie Z[%], Zp) = {2 € Q: ptn} oder dem Ring Z,, der
p-adischen Zahlen untersuchen. Ebenfalls interessant ist C(K) fiir quadratische
Zahlkorper K = Q(v/d): hier wird man auf die Betrachtung des quadratischen
Twists C? : dy? = 1 — 22 des Einheitskreises gefiihrt. In diesem Zusammenhang
sei auch auf das auf Nagell [34] zuriickgehende Analogon zu “Heegners Lem-
ma” hingewiesen, wonach ein iiber Q definierter Kegelschnitt, der {iber einem
Zahlkorper K von ungeradem Grad einen K-rationalen Punkt besitzt, bereits
einen (Q-rationalen Punkt besitzt.

Schliefllich kann man die Frage aufgreifen, ob es ein Gruppengesetz auf den
Kugeln C(R) : 2?2 +...z7 = 1 fiir ¢t > 3 gibt. Fiir t = 4 fallt die Antwort nicht
allzu schwer: identifiziert man das Quadrupel (z1,%2,z3,24) € C¢(R) mit dem
Element x; + x2i + 235 + x4k der Norm 1 in den Quaternionen, so erhilt man
ein Gruppengesetz auf C4(R). Dafl man fiir ¢ > 5 vergeblich nach einem stetigen
Gruppengesetz auf C;(R) sucht, ist ein relativ tiefer Satz (sh. Ebbinghaus et al.
[10)).

4. Das Gruppengesetz auf Kegelschnitten

Der Einheitskreis ist ein Spezialfall eines Kegelschnittes, und hier wollen wir
zeigen, dafl es moglich ist, auf jedem irreduziblen!? Kegelschnitt C ein Grup-
pengesetz einzufiihren. Die naivste Methode, dies erreichen zu wollen, besteht
darin, einen Punkt P € C(K) zu wihlen (sofern es einen gibt) und die durch die
Parametrisierung gelieferte Bijektion zwischen K und C(K) \ {P} zu benutzen,
um C(K) \ {P} zu einer Gruppe zu machen.

Solche “Gruppengesetze” wurden zu-
erst von von Staudt!® studiert, und zwar
in seinem einfluffreichen Buch [47]. Fiir
heutige Leser diirfte dieses Buch kaum
lesbar sein (das gilt jedenfalls fiir mich;
selbst Klein [27, p. 133], der unendlich
viel mehr iiber Geometrie wuflte als ich,
hat zugegeben, daf fiir ihn “die Staudt-
sche Darstellungsweise immer ginzlich
unzuginglich gewesen” ist.) Eine klare-
re Darstellung der von Staudtschen Ide-
en findet man in Juel'* [26]. Tatséchlich

12Ein Kegelschnitt f(X,Y) = 0 heiBt iiber einem Korper K definiert, wenn f € K[X,Y]
ist; er heift irreduzibel, wenn f in K(X,Y) irreduzibel ist, wo K den algebraischen Abschluss
von K bezeichnet. Beispielsweise ist der Kegelschnitt X2 — Y2 = 0 iiber Q definiert und
offensichtlich reduzibel (der Graph besteht aus den beiden Winkelhalbierenden), aber dasselbe
gilt fiir X2 + Y2 =0 wegen X2 +Y?2 = (X +Yi)(X — Yi).

13Karl Georg Christian von Staudt (1798-1867), Professor an den Universititen von Niirn-
berg und Erlangen.

14 Christian Sophus Juel (1855-1935), Professor am Polytechnikum in Kopenhagen.
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ist von Staudt’s Gruppengesetz auf Ke-
gelschnitten gar keines, da er gewisse Punkte (seine Konstruktion dhnelt dem
“Gruppengesetz” auf QU {too}, wobei Ausdriicke wie co — oo undefiniert blei-
ben) ausschlieen mufl.

Juel [25, p. 101]*® war es auch, der als erster (?) die korrekte Definition
eines Gruppengesetzes auf {iber einem Korper K definierten Kegelschnitten ge-
geben hat (genaugenommen hat er sich auf Kreise und Hyperbeln, sowie auf die
Korper R bzw. C beschriinkt;'¢ Prasolov & Solovyev [38] geben den allgemeinen
Fall). Die Idee ist folgende: man wihlt einen beliebigen Punkt N auf C(K) (das
Additionsgesetz wird iiber demjenigen Korper definiert sein, der durch Adjunk-
tion der Koordinaten von N zu K entsteht); hier hat man zu beachten, daf§ ein
iiber K definierter Kegelschnitt keinen K-rationalen Punkt zu besitzen braucht:
fir K = Q kann man Eulers Beispiel 22 + y2 = 3 wihlen. Um zwei Punkte A
und B auf C zu addieren, ziehen wir die Parallele zu AB durch N; diese Par-
allele schneidet C in einem zweiten Punkt C, und wir setzen A + B = C. Der
Punkt N ist dann das neutrale Element, und wenn wir fiir C den Einheitskreis
und N = (1,0) nehmen, so stimmt dieses Gruppengesetz mit demjenigen aus
Abschnitt 2 tiberein.

Fiir Teilkorper K von R kénnen wir geometrisch einsehen, dafl das eben
definierte Gruppengesetz im Falle des Einheitskreises mit dem aus Abschnitt 2
iibereinstimmt. Dazu setzen wir C = A + B und bezeichnen den Schnittpunkt
der Geraden BA und ON (falls diese parallel sind, ist die Behauptung leicht zu
beweisen) mit P. Damit gilt

LONC = 4OPB = m—f3— LOBA, (10)
B—a+2{40BA = 7, (11)

wobei die letzte Gleichung aus LOBA = LOAB folgt. Jetzt multipliziere man
(10) mit 2 und subtrahiere (11): dies gibt 2{ONC =7 —a — 3, also LCON =
a + B wie gewiinscht.

Ist der Kérper K kein Teilkorper C
von R, so mufl man die Identitit B
der beiden Definitionen durch eine
Rechnung bestétigen. Eine andere
Moglichkeit besteht darin, etwas al-
gebraische Geometrie zu benutzen:
man vgl. etwa Fulton [15] oder Sha-
farevich [44]. Ist K kein Kérper, son-
dern nur ein Ring, so scheint es auf Q
den ersten Blick, als wire unsere Definition des Gruppengesetzes gar keine:
ein Schnitt einer Geraden durch einen Punkt P € K x K mit einem iiber K
definierten Kegelschnitt fiihrt auf eine quadratische Gleichung, und wie das Bei-
spiel 2 = 1 in Z /87 zeigt, konnen solche Gleichungen mehr als zwei Losungen
besitzen. Weil aber fiir unsere quadratische Gleichung bereits eine Wurzel vorge-
geben ist (ndmlich die zum Punkt P gehorige), geht alles in Ordnung, weil man
nimlich leicht zeigen kann, dal zu einem quadratischen Polynom iiber einem

N

15Djese Arbeit enthiilt auch die erste explizite und geometrische Beschreibung des Grup-
pengesetzes auf elliptischen Kurven.

16 Juel war Geometer; die Zahlentheoretiker haben das Gruppengesetz auf elliptischen Kur-
ven erst ab Ende der 20er Jahre des ausgehen'den Jahrhunderts zur Kenntnis genommen.



Ring und einer vorgegebenen Nullstelle genau eine zweite Nullstelle gehort.!”

Bevor wir aber von einem Gruppengesetz auf Kegelschnitten reden kénnen,
miissen wir nachpriifen, daff unsere Addition auch assoziativ ist, daf} also A +
(B+C) = (A+ B) + C gilt. Setzen wir P = A+ B und Q = B+ C, so
ist die Assoziativitit dquivalent zu der folgenden Aussage: sind A, B, C, P,
@ und N Punkte auf dem Kegelschnitt mit AB || NP und BC || @N, dann
gilt auch AQ || CP. Dies ist nicht ganz offensichtlich, jedenfalls fiir diejenigen
unter uns, deren Kenntnisse in klassischer Geometrie nur wenig tiber den Satz
von Pythagoras oder Thales hinausgehen. Tatséchlich ist die obige Aussage ein
Spezialfall des ehemals bekannten Satzes von Pascal:

Die Schnittpunkte gegeniiberliegender Seiten eines einem Kegelschnitt
einbeschriebenen Sechsecks liegen auf einer Geraden.

Im Gegensatz zum Beweis z.B. der Assoziativitit des Gruppengesetzes auf
elliptischen Kurven kommt man hier mit demjenigen Spezialfall des Bezoutschen
Satzes aus, welcher eine obere Schranke fiir die Schnittpunkte von projektiven
Kurven beliebigen Grades mit solchen vom Grad < 2 gibt. Hierfiir existieren
sehr einfache Beweise (sh. Reid [39], fiir die Herleitung des Pascalschen Satzes
daraus vgl. Gibson [18]).

Der angesprochene Spezialfall des Satzes von Pascal ist derjenige, in welcher
die gegeniiberliegenden Seiten des Sechsecks parallel sind, also in der affinen
Ebene gar keinen Schnittpunkt besitzen. Ist der Kegelschnitt im Satz von Pascal
degeneriert (d.h. beschreibt er die Vereinigung zweier Geraden), so bleibt der
Satz richtig und heifit der Satz von Pappus.

In der Tat sollte man die Sitze von Pascal und Pappus als in der projek-
tiven Ebene P? beheimatet ansehen: dort schneiden sich parallele Geraden im
Unendlichen, und die Schnittpunkte der Seiten im Pascalschen Sechseck lie-
gen dann auf der unendlich fernen Geraden. Es gibt noch viele andere Griinde
fir die Einfilhrung der projektiven Ebene: parametrisiert man beispielsweise
die Hyperbel H : y? = z? — 1, indem man die Geraden y = m(x + 1) durch
den Punkt (—1,0) betrachtet, so liefert jede Steigung m einen zweiten Schnitt-
punkt mit H mit Ausnahme der beiden Werte m = £1 (diese beiden Werte
beschreiben Geraden, die zu den Asymptoten der Hyperbel parallel sind). Hier
liegt also eine Situation vor, in der eine diskrete Funktion (Anzahl der Schnitt-
punkte) bei einer “stetigen” Operation (Drehung der Geraden um den Punkt
(=1, 0)) verschiedene Werte annimmt: das ist topologisch wenig wiinschenswert.
Der Ausweg besteht in der Einfiihrung eines Schnittpunkts paralleler Geraden
im Unendlichen: dazu dient die projektive Ebene P?(K).

Deren algebraische Konstruktion ist einfach: man definiert auf den Tripeln
(z,y,2) € K3\ {(0,0,0)} eine Aquivalenzrelation ~, indem man (z,y,z) ~
(Az, My, Az) fiir alle A € K* setzt; die Aquivalenzklasse von (z,y, 2) wird dann
mit [z : y : 2] bezeichnet, die Menge aller Aquivalenzklassen nennt man die
projektive Ebene P?(K). Wir konnen die affine Ebene {(z,y) € K x K} mit
der Teilmenge {[z : y : 1] € P?(K)} identifizieren; die Menge {[z : y : 0] €
P?(K)} heifit die unendlich ferne Gerade. Man zeigt dann leicht, dafl in der

17Hs ist sehenswert, wie Lenstra diese Uberlegung in [33, S. 346, Zeile 7 v.u.] mit zwei
Anfiithrungszeichen erledigt.
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projektiven Ebene zwei verschiedene Geraden immer genau einen Schnittpunkt
besitzen: parallele Geraden schneiden sich in einem Punkt auf der unendlich
fernen Geraden.

Einem Kegelschnitt AX2 4+ BXY +CY24+ DX + EY + F =0 in der affinen
Ebene kann man wie folgt einen Kegelschnitt in der projektiven Ebene zuordnen:
man homogenisiert das definierende Polynom, schreibt also AX? + BXY +
CY? + DXZ + EYZ + FZ? = 0, und nennt die Menge der Punkte [z : y :
z] € P2(K), die dieser Gleichung geniigen, den projektiven Abschlufl des affinen
Kegelschnitts. Man iiberzeugt sich ohne weiteres davon, dafl dieser im “affinen
Teil” der projektiven Ebene mit dem affinen Kegelschnitt iibereinstimmt.

Der projektive Standpunkt vereinfacht eine ganze Menge von Dingen: zum
einen gibt es hier nur eine Art von irreduziblen Kegelschnitten, weil Ellipsen,
Parabeln und Hyperbeln projektiv dquivalent sind, zum andern findet man
auch, dafl auf dem Einheitskreis immer p + 1 F,-rationale Punkte liegen: es
gibt némlich im Falle p = 1 mod 4 zwei Punkte [1 : +i : 0] auf C(FF,), die im
Affinen nicht sichtbar sind. Insbesondere werden die oben kurz angesprochenen
Zetafunktionen von Kegelschnitten im Projektiven trivial, wie sich das nach den
Weil-Vermutungen (sh. Houzel [21] oder [22]) fiir glatte projektive Kurven vom
Geschlecht 0 gehort. Fiir eine Einfiihrung in (nicht nur) die projektive Geometrie
verweisen wir auf Coxeter [7].

Ubung. Man zeige, daB das Gruppengesetz auf der Hyperbel Hg : 22 — dy? = 1
der Multiplikation von Zahlen z + yv/d € Q(v/d) mit Norm 1 entspricht, da8
also Hq(K) ~ Gp,[d] ist mit G [d] = {z + yvVd : z,y € K,2*> — dy*> = 1}.
Wie sieht diese Isomorphie im Falle einer Hyperbel 22 — dy? = a aus, die einen
Q-rationalen Punkt besitzt? Beschreibe den Zusammenhang mit der Hyperbel
H(R) : zy = 1.

Abschlielende Bemerkungen.

Wir miissen gestehen, dal wir die Theorie der rationalen Punkte auf Kegel-
schnitten blof} gestreift haben und einigen wichtigen Fragen aus dem Weg ge-
gangen sind. Das Problem zu entscheiden, ob ein vorgelegter Kegelschnitt einen
rationalen Punkt besitzt, fithrt von Fermats Zweiquadratesatz {iber Legendres
Satz iiber die Losbarkeit von az? +by? +cz? = 0 zu Hasses Lokal-Global-Prinzip
fiir quadratische Formen. Hat man dann einen Kegelschnitt, von dem man weif},
daf} er einen rationalen Punkt besitzt, dann stellt sich die Frage, wie man einen
solchen finden kann. Dies fiihrt auf interessante algorithmische Probleme, die
derzeit von Cremona [8] und Rusin [54] untersucht werden und von einiger Be-
deutung fiir Algorithmen zur Untersuchung elliptischer Kurven sind.

Wir haben auch gesehen, daff Kegelschnitte mit einem rationalen Punkt pa-
rametrisiert werden konnen; etwas gewidhlter ausgedriickt heifit das, dafl solche
Kegelschnitte birational dquivalent zur projektiven Gerade sind. Das Problem,
alle solchen ebenen Kurven zu klassifizieren, fiihrt auf die Definition des Ge-
schlechts und den Satz von Hilbert & Hurwitz [20].

Es wire historisch falsch zu behaupten, viele der hier angesprochenen The-
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men lieflen sich auf elliptische Kurven iibertragen: in der Tat war es nidmlich
gerade umgekehrt, insofern als die meisten Resultate zuerst fiir elliptische Kur-
ven untersucht wurden, bevor sie im viel einfacheren Fall von Kegelschnitten
diskutiert wurden (insbesondere gilt das fiir den Faktorisierungsalgorithmus
aus Abschnitt 2, der ganz offenbar Lenstras ECM nachempfunden ist). Dies
ist einigermaflen erstaunlich, da die analytische Theorie des Kreises (die Pa-
rametrisierung durch trigonometrische Funktionen) um einiges &lter ist als die
entsprechende Theorie der Weierstrafischen g-Funktionen. Der Grund dafiir ist
wohl darin zu suchen, dafl die Theorie der Kurven vom Geschlecht 0 (darunter
fallen Kegelschnitte) von den algebraischen Geometern (vermutlich zu recht) als
zu trivial eingestuft wurden, als daf sie deren Aufmerksambkeit verdient hitten.
Es ist daher nur konsequent, dafl z.B. das Gruppengesetz auf Kegelschnitten in
Lehrbiichern der algebraischen Geometrie keine Rolle spielt. Andererseits ist es
bedauerlich, daf} dasselbe fiir die elementaren Einfiihrungen in das Gebiet der
algebraischen Kurven (wie z.B. Bix [5], Gibson [18] oder Reid [39]) gilt, obwohl
alle drei Biicher das Gruppengesetz auf elliptischen Kurven diskutieren.
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