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Soru:

i = 1, 2, . . . , n olmak üzere, birbirinden farklı Pi(x) = x2 + bix + ci ikinci dereceli poli-
nomları verilmiştir. Her 1 ≤ i < j ≤ n ikilisi için Pi,j(x) = Pi(x) + Pj(x) polinomunun
gerçel kök sayısı bire eşitse, n en fazla kaç olabilir?

Çözüm: Cevap: n = 3.

P1(x) = x2−4, P2(x) = x2−4x+ 6 ve P3(x) = x2−8x+ 12 polinomları koşulları sağlıyor:
P1 + P1 = 2(x− 1)2, P1 + P3 = 2(x− 2)2, P2 + P3 = 2(x− 3)2.

P1, P2, P3, P4, koşulları sağlayan dört polinom olsun. O zaman Pi ve Pj polinomlarının
ortak kökleri tij olmak üzere, P1 + P2 = 2(x− t12)

2, P3 + P4 = 2(x− t34)
2, P1 + P3

= 2(x− t13)
2, P2 +P4 = 2(x− t24)

2 elde ediyoruz. Buradan Q = P1 +P2 +P3 +P4 için iki
farklı ifade ediniyoruz: Q = 2(x−t12)

2+2(x−t34)
2 ve Q = 2(x−t13)

2+2(x−t24)
2. Her iki

ifadedeki x in katsayıları birbirine eşit olacaktır: t12 + t34 = t13 + t24 = 2t. Benzer şekilde
her iki ifadedeki sabit katsayılar birbirine eşit olacaktır: t212 + t234 = t213 + t224. t12 ≤ t34 ve
t13 ≤ t24 olsun (diğer durumlarda çözüm değişmiyor). Demek ki ∆1 ≥ 0 ve ∆2 ≥ olmak
üzere, t12 = t− ∆1, t34 = t + ∆1, t13 = t− ∆2, t24 = t + ∆2. O zaman t212 + t234 = t213 + t224
eşitliğinden ∆1 = ∆2 ve t12 = t13 elde ediyoruz. Sonuç olarak P1 + P2 = P1 + P3 ve
P2 = P3. Demek ki n < 4 olma zorundadır. İspat tamamlandı.


